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SPÉCIMENS D'EXERCICES 



SUR LES PREMIERS CHAPITRES. 



1. Conditions pour que 3, 4, ..., points donnés se trouvent sur plu- 
sieurs plans distincts, pour que 3, 4, ... plans donnes aient plus d'un 
point commun. 

2. Comment sont disposés les plans menés d'un même point à 
plusieurs droites concourantes? à plusieurs droites parallèles? 

3. Disposition des intersections deux à deux, de plusieurs j)lans : 
l® concourant en un même point ; 2» parallèles à une même droite. 

4. Lieu des droites passant par un point donné, et s'appuyantsur une 
droite donnée, ou bien restant parallèles à un plan donné. 

5. Lieu des droites rencontrant à la fois deux droites concourantes 
ou parallèles. 

6. Quand deux droites ne sont pas dans un même plan, on ne peut 
trouver deux droites les rencontrant, qui se rencontrent elles-mêmes 
ou soient parallèles. 

7. Par deux droites données, mener deux plans dont l'intersection 
soit sur un troisième donlié. 

8. Par un point donné, mener une droite s'appuyant à la fois sur 
deux droites données. 

9. Résoudre et discuter le problème traité au n» 73, en prenant les 
trois droites données, pai^allèles à un même plan. 

10. Par deux droites données, mener respectivement deux plans dont 
l'intersection passe par un point donné, ou bien soit parallèle à une 
droite donnée. 

11. Mener une droite qui en rencontre quatre autres dont deux sont 
parallèles. 

12. Lieu de llntersection de deux plans menés de deux droites fixes 
situées dans un même plan, à tous les points d'une droite fixe. 

13. Par deux droites fixes A, B et un point mobile sur une troisième 
C, on fait passer deux plans mobiles ; si l'intersection de ces derniers 
engendre un plan. A, B sont concourantes ou parallèles. 

14. Sur un même plan, concourent ou sont parallèles, les traces de 
plans menés d'un même point à plusiers droites, soit concourantes, 
soit parallèles. 

15.,](Hieu des traces sur un plan fixe, de droites s'appuyant sur une 
' droite fixe, en passant par un point fixe, ou en restant parallèles à une 
droite fixe. (Le second lieu est la projection de la première droite fixe, 
faite sur le plan fixe^ parallèlement à la seconde droite fixe.) 
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La fig. 15 montre les demi-plans opposés rA«A, J-A' ; le 
point B est dans le premier, parce que la droite AB est paral- 
lèle à l'arête; le point C y est aussi parce que la droite AC. 
coupe l'arête au point X et que les directions XA, XC. sont iden- 
tiques. Mais le point A' est dans l'autre AoA' opposé au pre- 
mier, parce que la droite AA' coupe l'arête en un point fjt ren- 
dant opposées les directions {xA. (aA'. 
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Les dénominations expliquées dans lo dornier alinéa du n" 76 
s'étendent d'elles-mêmes aux positions par rapport à larèle de 
deux demi-plans opposés, de deux points de leur plan, élranj^ers 
à cette droite. 

79. Deux demi-plans quelconqaes étant donnés, avec deux demi- 
droites déterminées respectivement sur lenrs arêtes, on peut tou- 
jours superposer simultanément l'un d'eux et sa demi-droite à 
Tantre et à sa demi-droite, mais cela d'une seule manière {Cf. 11), 

80. Semblablement encore, un plan 'i? tracé dans l'espace et 
dédoublé par la pensée, le découpe en deux demi-espaces opposés 
ayant ce plaîi pour plancher commun, dont la distinction s'opère 
par les mêmes moyens, et que Ton note ainsi ^X\A, 'PA', si A, A' 
sont des points appartenant h l'un et à l'autre, mais non à leur 
plancher. L'observation finale du no 76 est encore à reproduire 
textuellement ici. 

81. Une figura composée d'un demi-espace, d'un demi-plan pris 
dans son plancher, d'une demi-droite prise sur l'arête de ce demi- 
plan, est égale d'une seule manière à toute autre de ce genre 
(Cf. 77, 79). 

82. Quand, soit deux demi-plans, soit deux demi-espaces, sont 
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CHAPITRE V 

COMPARAISON DES SKGMENTS KECrnLïGXKS 



Sefiments rcctilitiitrs ((thsolus). 

92. Quand deux points A, B (fig, 17) sonl (iistincls, ils déter- 
minent une droite sur laquelle les demi-droites ÂH, ÎÎA de 
directions opposées (76) ont une région commune que I*on 
nomme Vintérieur du segment rectiliijnc Ali (ou lîA), iV extré- 
mités A, B. 

Le surplus de la droite est V extérieur du môme segment. Il 
comprend deux autres régions, savoir la demi-droite opposée 
à_AB, faisant partie de BÂ, et Topposée de BA, faisant partie de 
AB ; ce sont les prolongements du segment, au delà, le premier 
de A, le second de B. 

Les points I intérieurs au segment sont caractérisés par cette 
particularité, que les directions AI, BI sont identiques à AB, BA 
respectivement, toujours mutuellement opposées par suite. Pour 
un point extérieur E, ces directions sont toujours identiques 
entre elles, à BA s'il s'agit (run point Ef du prolongement au 
delà de \, à AB s'il s*agit de E, appartenant à l'autre prolonge- 
ment. 

Quand les points A, B se confondent, ces défînitions sont 
vaines, mais il y a parfois commodité à dire (au figuré) qu'ils 
sont les extrémités (confondues) d'un segment nul, ayant à son 
extérieur tous les autres points d'une droite sur laquelle on le 
concevrait. 
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93. Deux segments AB, A^B' sont égaux évidemment, quand la 
solidarisation de A avec B et celle de A' avec B' donnent deux 
figures égales; et alors, leur égalité a lieu de deux manières : 
savoir sous le régime des notations AB, A'B', et sous celui des nota- 
tions AB, B'A' (16). (Ces deux manières ne font qu'une toutefois, 
quand il s'agit de segments nuls.) 

Par exemple, un dédoublement mobile ab d'un segment quel- 
conque AB, est réapplicable sur lui par retournement, c'est-à-dire 
a venant en B et 5 en A. 
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Réciproquement, une figure est cylindrique et d'orientation çj, 
quand elle se réapplique sur elle-même par tonte translation paral- 
lèle à Ç. Car elle contient évidemment toute parallèle à Ç, menée 
par un quelconque de ses points (34, II), (60). 

IV. Les points de ses sections (II) lui sont laissés afférents (10) 
par de telles translations, puisque, entraînée par ce déplacement, 
la figure cylindrique ne peut que glisser sur elle-même (III). 

On peut ainsi considérer une figure cylindrique comme 
engendrée encore par une de ses sections mise en translation indé- 
finie , parallèle à son orientation (22). 

V. Les sections données par deux plans sécants (ou sécantes) 
parallèles entre eux, sont superposahles par une translation paral- 
lèle aux génératrices de la figure, partant égales entre elles. (]ar 
quelque translation de ce genre peut appliquer ces plans (ou 
sécantes) l'un sur Tautre (38, II), et elle réappli([ue toujours la 
figure cylindrique sur elle-même (III). 

VI. Quand il y a parallélisme entre plusieurs figures cylin- 
driques, c'est-à-dire ^entre leurs orientations, on en obtient éindcm- 
ment une nouvelle, de même orientation, en les solidarisant, ou 
bien en prenant leurs parties, soit communes, soit non communes. 

VII. Deux figures cylindriques égales entre elles, le sont tou- 
jours d'une infinité de manières (16). Une lois superposée à hi 
seconde, la première s'y réap[)li(iue eHectivcnicMit par toute 
translation parallèle à leur orientation (icveiuie commune (111). 

115. I. Si, dans les définitions du n^' 92, on remplace les 
points A, B par deux droites parallèles distinctes d,, îi.^ (fig, 20), 



3 



c 



3' 



Fig. SS. 



i« 





Fig. 26. 



les demi-droites AB, BA par les demi-plans -l i^B, fB-V, on obtient 
celles de Vintérieur de la bande <X>^ découpée dans le plan de la 
figure par ses lisières ou côtés «iU, fB, de ses deux prolongements 
au delà de ces derniers. 



PROPORTIONNALITÉ, EN GÉNÉRAL 19 

I. Si, dans une espèce, deux grandeurs quelconques sont entre 
elles comme leurs correspondantes dans Vautre espèce, c* est -à-dire 
si le rapport des deux premières (97), (116), ... est toujours égal à 
celui des dernières, 

,^ G| H| (i| Hj G, H| (j.) II.2 

^^ g;~h;' (ï;~h3' Gi-^Wi' ""K'^^j ' 

les grandeurs de chaque espèce sont proportionnelles à leurs 
correspondantes dans Vautre, c'est-à-dirc qu'on a la suite de 
rapports égaux 

cette autre aussi, par conséquent, 

?/i 9i' (h Vi 

Le rapport de deux graii'lcurs similaires étant toujours ôj^al 
au rapport numérique de leurs mesures (98, ...), les pn)|)()r- 
tions (1) conduisent à celles-ci : 

^^ 9.~h,^ grK urK a~ih ' 

qui par permutation, tantôt des moyens, tantôt des extrêmes, 
donnent, tantôt les égalités (2), tantôt (3). 

II. Réciproquement, si les grandeurs (j sont proportionnelles 
aux grandeurs 5^, le rapport de deux quelconques des premières 
est égal à celui des deux dernières leur correspondant. 

Car, en écrivant séparément les égalités supposées, (2) par 
exemple, et y permutant les moyens, on retrouve les propor- 
tions (4) entraînant (1). 

III. Si dans trois espèces quelconques^ les grandeurs G,, G.j, G^, ... 
d*ane part, Hj, Hg, Hg, ... d* autre part, sont séparément propor- 
tionnelles à de mêmes grandeurs correspondantes Kj, K2, K3, ... 
de mesures k^, k^, k^, ..., elles le sont aussi les unes aux autres. Car 
les proportionnalités supposées entraînent les égalités 



2i— fîi et !^—i^ ai) 



d'où 

9^^^h 

9-2 ^-2 

puis la proportionnalité à établir (I). 

IV. Pour plus de commodité, et conformément aux conven- 
tions des n°» 99 et analogues, on se dispense d'affecter des lettres 
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AMPLITUDK n'UNK TRANSLATION* 53 

de b le sont donc Tune ù Tautrc, et le second point est animé 
d'un mouvement de sens constant parce qu'il en est ainsi pour 
le premier (113, V). 

III. Quand a, b se trouvent sur une niènie glissière, notre pro- 
position résulte immédiatement de la réclpro(iue de celle du 
no 112, 1, combinée pour la tin avec celles des alinéas IV, V du 
n° 113. 

123. De la première partie de ce théorème, il résulte que si 
^r. M* sont les positions initiale et finale d'un même point 
quelconque m d'une figure déplacée par translation, il suffira 
pour déterminer complètement ce déplacomonl, de le dire paral- 
lèle en direction, égal en amplitude, au vecteur MM'. 

La dernière partie montre ce qu'il faut entendre par mouve- 
ment de translation, de seiis coiislaiiL 



Sections simultanées de deux droites par des pldns 
parallèles, ou par des droites parallèles. 

124. Si, par des plans -^a, à^, £, »0, ... parallèles eiilre eux, 
deux droites distinctes if, iS\ sonl coupées sinuillanémenl aux 
points respectivement correspondants, 

(1) a ,b ,c ,d , ..., 

(2) a\b\v\d\..., 

les topograpliies des deux groupes sont ressemblantes (113, III), 
et les segments limités par les paires de points de Cun sont propor- 
tionnels à ceux que limitent les paires correspondantes de l'autre 
(118, I), donnant ainsi 

(3) " ^^ "" ^' 



a'b' ~ a'& ' b'c' 



Car, d'une part, ces topoj^raphies sont chacune ressemblantes 
à celle des plana JU, ... (121) ; car, d'autre part, les segments sur 9" 
et leurs correspondants sur ^' sont simultanément proportion- 
nels aux amplitudes des murs -l>i»,^, -19, ... (//>.), (118, III). 

125. Réciproquement, si (1), (2) sont des groupes de points 
correspondants, dont les topographies sont ressemblantes, avec pro- 
portionnalité entre les segments correspondants limités par eux 
sur ^, tf', et si a, b, par exemple, étant distincts ainsi que a\ b\ il 
existe deux plans parallèles distincts rl>, '^^ passant, '\i>par a cl a\ 
33 par by et b\ deux points correspondants quelconques seront 
toujours à la fois sur un même plan parallèle aux précédents. 
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DROITES C0L1PKÏ':S 1»AU DKS PAHALLIIÏ.KS .>.^ 

lèles entre eux (68), et dans renonce du /i«>124, on peut remplacer 
ces plans par des sécantes parall^cs A, H, C, l>, ... tracées dans le 
plan FT. 

La réciproque (125) exige alors que les droites aa\ bb' soient 
parallèles, car autrement les plans monc's par oharuno parallè- 
lement à l'autre se confondraient sur leur plan II. (Kn dehors de 
cette condition, ««', bb\cc\ ... sont bien toujours <lans des plans 
parallèles, mais tous confondus sur II, et il n'y a plus de paral- 
lélisme entre elles.) 

III. Il en est ainsi quand les droites ;♦, .♦' se coupent (////. 'M, 
31 bis)f et la proposition a un cas particulier très souvent 
utilisé. 





Fijî. M. I"i-. 31 II. s. 
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Leur intersection O {dédoublée par la j>eiiscr) et les tnices A, H 
■*et A', H' de deux sécantes parallèles distinctes et ne passant pas 
par (), [/ présentent des topographies ressemblantes, accompagnées 
de la proportionnalité 

OA OH AH 



OA'~()'H'~A'H • 

Réciproquement, si deux seulement de ces rapports sont égaux, 
avec topographies ressemblantes, les droites AA', HH' sont 
parallèles. 

LMntcrvention de la parallèle menée par O à l'une des sécantes 
le montri. immédiatement (II). 

IV Quand îf, ^' sont parallèles ifîg. 32), la valeur commune des 
rapports (3) est toujours 1, à cause de ab = «'/>', ac = a'c' (120); 
et, pour la réciproque (II), la condition ab ::^ a'b' est nécessaire, 
puisque sans cela les droites ab, a'b' ne pourraient être paral- 
lèles (112). 

127. Problème. Deux segments a, b et un troisième a' étant 
donnés dans cet ordre, construire leur quatrième proporlionnellc, 
c'est-à-dire un nouveau segment b' satisfaisant à la proportion 

IL — HL 

b ~" b' ' 

Sur une même droite, à partir d'un point O (fig. 3J, 31 bis) cl 
dans des directions quelconques, on porte (t, b en OA, OB (101), 
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P'D' = p ; menons la droite 1)1)', et. par sn parallèle issue de Q, 
coupons P'D', en Q'. D'après le théorème du n° 126, III, Q' 
est sur le prolongement du segment P'D' au delà de D', et l'on a 

FO' _ Qjr 
PI) "" yi) ' 

d'où, par combinaison avec (5) (118, III), 

P'D' yo' 



puis Q'D' = q, k cause de PI)' = />. Le point Q' a donc celte 
autre propriété d'être l'extrémité d'un segment égal à q, porté 
sur la droite P'D', à partir de D', dans la direction opposée à celle 
de D'P' ; et le point cherché D, s'il existe, se trouvera sur la 
parallèle menée par D' à Q'Q. 

Inversement, si l'on entend maintenant par Q' l'exlrémilé du 
segment 7 ainsi porté, la parallèle menée par D' à Q'Q coupe PQ 
en un point 1), opérant la division voulue, en vertu du même 
théorème (126, III) ; et cette solution est unique, purce qu'il n'y 
a qu'une seule manière d'obtenir successivement D', Q', la paral- 
lèle menée par D' ù Q'Q, et sa trace sur la droile PQ. 

II. Pour la division extérieure (ftg. 31), les choses se passent 
de la même manière, à cela près que q doit être porté en D'Q' 
dans la direction identique h celle de D'P'. 
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Fig. 34. 



Fig. 35. 



Quand il n'y a pas égalité entre p, 7, le problème est possible, 
ayant toujours une solution unique, parce que D'Q' :=</ n'étant 
pas égal à D'P' =p, le point Q', sur la droite P'D', diflère de P', 
qu'ainsi la droite QQ' ne se confond pas avec PQ, que, par suite, 
sa parallèle issue de D' coupe ccrtaincmeul celte dernièro. On 
voit facilement alors, que D est sur le prolonj^ement de PQ au 

delà de P, ou sur l'autre au delà de Q, selon qu'on a p I^ q. 
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s'agit de diviser le segment VQ en un nombre quelconque n de 
parties égales. Les segments auxiliaires P'A', A'IV, H'C/, ..., .Q' 
(fig. 35) doivent alors être pris tous éj*aux entre eux et portes 
bout à bout dans une même direetion ; P, A, H, (!...., Q sont les 
points de division de PQ en n jjarties éj^ales dont 1*A par exemple 
est la valeur commune. 

130. Etant donnés une droite fixe .•' dite (ur de pr^jectiaii il 
un plan fixe ^S non parallèle à cet axe, délerminanl nirisi une 
orientation invariable de plans parallèles (91) qui c()U|)ent tous 
la droite i.»' (47), on nomme projecliim d'un point queleoncpie /// 
(le l'espace, faite sur l'axe ^\ parallèlement à celte orientation, le 
pied sur Taxe, c'est-à-dire la trace//?', du plan mené par m paial- 
lèlement" à *P, du plan projetant de ce point comme on <iil 
encore. 

La. projection d'un segment quelconciue //?// est le serment in'n' 
découpé sur Taxe par les projections des extréinilés de inn. Elle 
est nulle, quand le segment donne mn est nul: ou encori-, iiuitiid il 
est parallèle à l'orientation projetante, car alors les plans pro- 
jetants de ses extrémités se conlondent avec le plan parallèle à 'l\ 
issu de Tune ou de l'autre (44). 

Sur des axes parallèles, les projections dUm même segment^ 
faites par de mêmes plans projetants, sont toujours égales entre 
elles (126, IV), (C/. 173, inf), 

131. Quand on projette de la même manière, des segments (d), 
cd, ... tous situés sur une même droite :♦', le théorème du n«' 124 
montre immédiatement, qu'il g a ressemblance entre les topogra- 
phies des points (a, b, c, d, ...), {a\ b, c', d , ...), avec la propor- 
ti onnalité de segments 

a'b' c/d' 



ab cd 

Si donc on nomme/* la valeur commune de ces rapports (dépen- 
dant des positions relatives de l'axe, de l'orientation U' et de la 
droite abcd...), on aura, pour calculer les projections, dès que le 
nombre r sera connu, les formules 

a'b' = r.ab, c'd' r.cd, ....> 

où r =: 1 quand la droite (/ est parallèle à l'axe (126, IV), 
(Cf 255, 256, inf). 

132. Quand les points à projeter sont tous dans un même 
plan contenant l'axe aussi, leurs projections sont tout aussi bien 
les pieds sur l'axe, des droites /;yoye/a/i/c.v, traces sur ce plan des 
plans projetants, dès lors toutes parallèles entre elles et à la 
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II. Quand une demi-droite d'ori(/ine O a quelque autre de 
ses points, I (fig, 37), soit à Vintérieur d'un amjle saillant AOH. 
soit à rextérieur, tous ses autres points M sont aussi intérieurs à 
l'angle dans le premier cas, extérieurs dans le second, ('ar chacun 
des demi-plans OAÏ, OBI conlienl Ibiréinenl M aussi (78). D'où 
la nolion d'une demi-droilc intérieure ou extérieure à un an^le 
saillant. 

III. Quand un segment revtiligne a ses extrémités sur les côtés 
d'un angle saillant, ailleurs qu'en son sommet, ses points intérieurs 
sont tels aussi par rapport à l'angle, et ses points extérieurs lui 
sont e extérieurs aussi. Comme au n" 115, III. 

IV. Un tel segment AB {fig. IJ8) est toujours rencontré à son 
intérieur par une demi-droite 01, d'origine O, qui est iidérieure à 
r angle. 

Si cette demi-droite était parallèle à la droite AH, elle le serait 
improprement à Tun des vecteurs AH, HA, au premier par 
exemple, tomberait ainsi dans le demi-plan opposé à OAH (87) 
et serait extérieure a Tan^le. Si c'était son prolonj^enienl (pii 
rencontrât le segment AH, ce prolonj^eiuenl serait intérieur à 
Fanglc (IIÏ), et elle lui serait visiblement extérieure, l^lle coupe 
donc la droite AH (51), et ce ne peut être ainsi (pi'à lintérieur du 
segment considéré. 





Fig. 38. 
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134. Quand les demi-droites OA, OH sont idcnti((ues ou oppo- 
sées, tout ce qui précède est illusoire, parce cpie chacun des 
demi-plans GAB, "OBa est évidemment indéterminé. (A'jjendaiit, 
on dit que, dans un plan mené à volonté par leur droite com- 
mune, elles forment encore un angle AOH (Cf. 92). 

Dans le premier cas, Tangle est nul, n'ayant point d'intérieur, 
ayant pour extérieur la totalité du plan considéré. 

Dans le second, Tangle est neutre, ayant pour intérieur l'un 
des demi-plans découpés par l'arête AOH dans le même plan, 
pour extérieur le demi-plan opposé. 

135. L'égalité de deux angles est assurée par celle des fij»uies 
formées par leurs côtés seulement; car si la superposition de ces 
paires de côtés est possible, son exécution réalise forcément 
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à régal du compas, où, pour la taille du bois et des mélniix, 
l'équerre à 45° rend beaucoup de services. Mais là, une précision 
extrême n*est pas de rigueur, et on trace les autres coupes avec 
la fausse éqiierre ou sauterelle. G*est une paire de règles assem- 
blées comme les branches d'un compas, qui matérialise un angle 
saillant variable, et en permet le report. 




Fig. 4i. ^ Fig. 45. 

142. En associant deux i\ deux, indistinctement, les côtés 
d'un angle saillant AOB (fig. 45) et leurs prolongements OA', 
OB', on forme, toujours dans son plan, trois nouveaux angles 
saillants qui sont les /umea/zx' du premier. Les jumeaux AOB', 
BOA' ayant en commun avec lui un côté, OA ou OB, sont ses 
opposés parles côtés en question. Le jumeau A'OB', compris entre 
les prolongements OA', OB' de ses côtés, est son opposé par le, 
ou au sommet commun O. 

L Deux angles opposés par un coté, AOB, AOB', sont supplémen- 
taires (137, I). Car les demi-plans OAB, OAB' étant opposés 
comme les demi-droites OB, OB' (82), les angles considérés 
sont juxtaposés extérieurement et ont pour somme l'angle BOB' 
de leurs côtés libres, c'est-à-dire l'angle neutre puisque ces côtés 
sont opposés. . 

IL Deux angles opposés au sommet, AOB, A'OB', sont égaux 
entre eux. 

Dédoublons la figure solide formée par les droites AOA', BOB' 
en deux autres, savoir elle-même laissée fixe, ABOA'B', et une 
autre identique mais mobile, aboa'b', puis appliquons l'angle 
aoh' sur son égal AOB' par retournement, c'est-à-dire de manière 
que oa vienne en OB' eto6' en OA (135). La demi-droite ob opposée 
à ob' vient donc simultanément en OA' opposée à OA, et les 
angles aob, B'OA' sont égaux i)uisque les côtés du premier sont 
ainsi applicables sur ceux du second, respectivement. Donc AOB 
égal à aob, l'est aussi à- A'OB' — B'OA'. 

IIL Réciproquement, deux demi-droites OA, OA' se prolongent 
Vane Vautre, si, dans un même plan, elles sont les côtés libres de 
deux angles supplémentaires AOB, BOA' Juxtaposés extérieure- 
ment, ou bien si, placées de part et d'autre de deux demi-droites 
OB,*OB' en prolongement mutuel, elles font avec elles des angles 
égaux. 

Dans le premier cas, les demi-droites OA' et OAj opposée à OA, 
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(ea I) sa parallèle lA (50), et l'angle des directions CD, MI est le 
correspondant de Tangle Alm pris égal à (148). 

Si ô était un angle nul, ou neutre, les droites I/îi, IA se confon- 
draient; la première, parallèle alors à cD comme IA, mais conte- 
nant le point étranger I, ne la rencontrerait pas (38, III), et le 
problème serait impossible. 

Si Ton donnait seulement la droite (D, sans spécifier une direc- 
tion sur elle, le problème aurait, en général, les deux solutions 
fournies parles demi-droites Im, Im' faisant des angles égaux à ô 
avec IA et sofi prolongement IA', respectivement. Ces solutions 
se confondraient toutefois dans le cas remarquable où l'angle 
Alm', siipplémentde A'Im', serait égal à Alm, c'est-à-dire où 0, 
égal alors à son supplément, aurait pour valeur la moitié de 
l'angle neutre (Cf. 187, inf.). 



Propriétés des angles qui se raltachent à la notion 

du pivotement. 

151. Dans une certaine mesure qui va nous être nécessaire, 
les considérations des n" 113, 117 sont extensibles à des demi- 
droites issues d'une même origine O, dans un même demi-plan (Jd) 
dont Varête X passe par ce point, 

A tout angle saillant compris entre deux telles demi-droites, 
AOB (Jig, 49), on peut attribuer des prolongements au delà de ses 
côtés OA, OB: le premier est l'angle saillant AO^, compris entre 
OA et celle, OX^, des demi droites 0£ qui tombe dans le demi- 
plan opposé àOAB; le second est l'angle analogue BOSl^, 




Fig. 51. 

De là, dérive immédiatement la notion de la topographie d'un 
groupe quelconque de demi-droites de ce genre, OA. OB, OC, 
OD, ..., de sa ressemblance ou dissemblance avec celle d'objets 
correspondants, soit demi-droites analogues O'A', O'B', ... dans 
un même demi-plan aussi, soit points en ligne droite, soit paral- 
lèles sur un même plan, ou plans parallèles dans l'espace (C/. 
loc, cit.). 
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outre, m vient à prendre sur sa droile un mouvement, de sens 
constant toujours, mais contraire à celui du précédent, le sens du 
nouveau mouvement du point correspondant m' deviendra con- 
traire aussi à celui de son mouvement primitif. 

Car la ressemblance entre les topographies des points m et des 
points m\ est entraînée par celle de chacune avec la topographie 
des positions correspondantes de la demi-droite mobile (151), 
(113, V). 

II. Cela posé, nous dirons que le pivotement de la demi-droite 
en question, s*effectue dans un sens (ou direction) giratoire cons- 
tant, quand sa Inrce sur une droite fixe, quelconque ainsi, y est 
animée d'un mouvement de sens constant. 

Sur un plan fixe, et autour d'un même pivot, deux sens gira- 
toires seulement existent pour ces mouvements de la demi-droite ; 
ils correspondent «ux deux sens contraires, possibles pour ceux 
de sa trace sur une droite ixyui (75, I), et on les dit également 
contraires, ou encore opposes. 

[Chaque aiguille d'une montre en marche naturelle, pivote 
dans un sens constant, sur le i)lan du cadran, autour du point 
fixe où elle rencontre constamment l'autre aiguille. Os mouve- 
ments, de toutes deux se font dans un même sens, qui est con- 
traire à celui de lu rotation à imprimer à leur équipage, pour 
remettre la montre à l'heure quand elle est en avance.] 

154. I. Une demi-droite mobile Om, issue du sommet d'un 
angle AOB, le décrit cf^ OA à OB, quand elle l'engendre (22) par 
un pivotement de sens constant (153), exécuté autour de O dans 
son plan, avec OAet OB pour positions initiale et finale (Cf. 110). 

Tout angle AOB peut être décrit ainsi, de OA à OB, ou de OB à 
OA, à volonté. 

S'il est saillant, on coupera ses côtés en a, h, par quelque 
sécante sur laquelle on fera décrire le segment que ces points 
limitent, par la trace de la demi-droite mobile, marchant dans 
un sens constant, soit de a à b, soit de b à a. 

S'il est composé des angles saillants AOp, pOq, . ., sOB 
(136, IV), on fera décrire successivement ceux-ci par la demi- 
droite mobile, soit de OA à 0/;, de Op à Og, ..., de Os à OB, dans 
l'ordre où ils sont écrits, soit de OB à Os, ..., de O^ à Op, de 
Op à OA, dans l'ordre inverse. 

II. Dans l'opération expliquée au no 140, oii_peut substituer à 
la mention de celui des demi-plans (ÔX)', (OX)", dans le sens 
duquel Vangle aob doit être porté, l'indication de celle des deux 
directions giratoires opposées sur le plan <JP, autour du point O 
(153, II), dans laquelle on veut que l'angle une fois porté, soit 
décrit de OX à son autre coté (l). Cnr, considéré comme un angle 
neutre, chacun des demi-plans et un angle porté dans son sens. 
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IL Oa considérera la position finale A'OBj conférée à un 
angle AOB par un pivotement, dans son plan et autour de son 
sommet; qui amène en OA' son premier côté OA; puis, en subs- 
tituant l'axiome précédent à celui du lieu cité, on raisonnera 
comme nous l'avons fait au no 112, I pour des vecteurs placés 
sur une même droite (140), (154, II). 




/ / 




w^ 
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157. 5/ un plan mobile pivole sur un plan fixe, autour d*un 
point O, de telle sorte que Vune Oa de ses demi-droites issues de O 
décrive quelque angle AOA' (154, I), toute autre demi-droite Oh 
du plan mobile décrit simultanément un angle BOB' égal au pré- 
cédent, en sens et amplitude. Car AOB, A'OB' sont d'amplitudes 
égales et de sens identiques, comme positions initiale et finale 
d'un même angle aOb déplacé par pivotement sur son plan (156). 

En conséquence, et comme pour une de ses demi-droiles Om, 
quelconque ainsi, on dit que le plan mobile, dans sa totalité, 
subit, autour de O, une rotation de mêmes sens constant et 
amplitude que la rotation de cette demi-droite, qu'il fait un tour, 
ou un demi-tour, en même temps qu'elle (154, IIÏ). 

Le tour et ses multiples entiers sont les seules rotations qui, dans 
chaque sens, ramènent à leurs positions initiales, le plan mobile 
considéré et toute figure tracée sur lui (Ib.), (152, II). 

158. Tout glissement d'une figure plane mobile sur un plan 
fixe (27, rV), peut être remplacé par une translation et une rota- 
tion consécutives, exécutées toutes deux dans ce plan (36), (152). 
En outre, une succession de deux tels déplacements convenable- 
ment choisis, plsiit amener toute demi-droite prise dans la figure 
mobile, sur toute autre donnée dans le plan fixe. 

I. S'il s'agit d'une simple demi-droite mobile oa ayant passé 
en glissant sur le plan fixe, de O'A' à 0"A" (fig. 53), une transla- 
tion égale et parallèle au vecteur O'O" (123) la conduira de O'A' 
en 0*A'„ en la laissant dans le plan fixe (35, I) ; puis, toute 
rotation de nature à lui faire décrire un angle de côtés O^'A'j, 
0*A'', l'amènera dans cette dernière position. 



». 
l" 



ANGLE DIÈDRE DROIT 93 

dièdre neutre, au quart du dièdre replet (160), ayant ainsi pour 
valeur commune 90° ou 100^ (dièdres) (Cf. 139). 

Comme dans un pareil angle, chaque face passe parla perpen- 
diculaire élevée sur l'autre en un point de l'arête (191, II), tous 
ces dièdres sont du genre de ceux dont nous avons reconnu 
l'égalité au* n^ 166, IV. Le surplus comme au no 187. 

De tels dièdres sont dits droits (Cf. 213, inf.). 

Les théorèmes des n»» 188, 189, s'étendent immédiatement à 
des dièdres dont les arêtes sont parallèles. 



Obliquité des droites et des plans. 

200. Un plan P et une droite A, ayant un point commun O, 
s'y rencontrent obliquement, sont obliques l'un à l'autre, s'ils ne 
sont pas en perpendicularité mutuelle. Et de même, pour deux 
droites, pour deux plans encore. 

201. Quand deux droites AA', BB' (fig. 60) se rencontrent 
obliquement en O, des angles saillants tels que AOB, A'OB, 
opposés par un côté, sont inégaux, puisqu'on cas contraire cha- 
cun d'eux serait la moitié de l'angle neutre AOA' leur somme, 
c'est-à-dire un angle droit, et nos droites seraient perpendicu- 





laires. Le plus petit des deux, ici AOB, est donc inférieur à 
l'angle droit AOP, l'autre A'OB supérieur, et on les nomme, le 
premier aigu, le second obtus. Un angle aigu (non nul) est ainsi 
compris entre le nul et le droit, un angle obtus (non neutre) 
entre le droit et le neutre. 

202. Quand deux angles tels que AOB, BOP, ont leur somme 
AOP égale à l'angle droit, cas auquel tous deux sont aigus, on 
dit qu'ils sont complémentaires, que chacun d'eux est le complé- 
ment de l'autre. L'angle nul et l'angle droit sont complémen- 
taires. 
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On a donc AB : AB, = AC : AC, (126, III), d*où AB:A'B' = 
AG : A'C, à cause de AB^ = A'B', AC^ = A'C; et on établirait de 





Fiff. 64. 



F\g. 63. 



même, les deux autres proportions du même genre, constituant 
avec celle-ci la proportionnalité annoncée 

BG CA AB 



/!)/•• 



B'G'~"G'A'~^A'B 



, 227. Quand deux triangles ABC, A'B'G' (flg. 64) ont deux 
angles égaux A = A', compris entre des côtés proportionnels 



(1) 



AB AG 



A'B'^A'( 



//'«/» 



ils sont équiangleSy et, par suite (226), tous les côtés de Vun sont 
proportionnels à leurs homologues dans Vautre, 

L'égalité des angles A, A' permet encore de placer le second 
triangle en ABjG^, position où les angles BAG, B,AG, sont super- 
posée, où les égalités A'B' = AB,, A'G' = AG, donnent par leur 
combinaison avec la proportion supposée (1), celle-ci 

AB AG 



ABi ~ AGi* 

Les droites BG, B^G, sont donc parallèles (126, III) ; car cette 
même proportion, combinée avec l'identité des directions AB, 
ABj et celle de AG, AG,, assure la ressemblance des topographies 
de A,B,Bi et de A,G,G,. D'où l'égalité, aux angles ABG, AGB du 
premier triangle, de leurs correspondants AB,G,, AG,B, (148), 
puis de À'B'G', A'G'B', respectivement égaux à ces derniers dans 
le second triangle. 

228. Deux triangles quelconques ABG, A'B'G' sont égaux de 
la manière indiquée par ces notations, quand ils ont égaux respec- 
tivement : soit un côté et les deux angles adjacents (217) dans 
Van, à un côté et aux deux angles adjacents semblablement notés 
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trois hypothèses (4). Cette inégalité alternative entraîne donc 
régalitéxîorrespondante dans le groupe 



i a - A'A^ 

==} a 



(6) B A' + CA^ = j a + A' A^ 

(a. 

IV. A cause de la relation (B+C) + A=:(D + (D, les alterna- 
tives (4) sont visiblement entraînées, respectivement, par les 
hypothèses 

> 

A<cD. 

Si donc A est obtus, c'est la première égalité du groupe (5) 
qui a lieu, et la substitution de son second membre à BA' + CA" 
dans (3), conduira à la première relation du groupe (1) dont, 
maintenant, on établira les deux autres par les mêmes moyens. 

237. Dans le même triangle ABC (pg, 67), si y représente la 
projection orthogonale de Uun des côtés de l'angle A, de c par 
exemple, sur la droite AC de Vautre côté (185), on a 

I a^ = b^ + c^ + 2by, 
(6) a^ = b^ + c'"-2by, 

( a^ = b^ + c\ 

selon que Vangle A est obtuSy aigu, ou droit. 

Quand A est droit, la dernière de ces relations se trouve déjà 
telle, au dernier rang du groupe (1). 

Dans les deux autres cas, le triangle A'AA" est déchevétré, de 
plus isoscèle comme ayant ses angles en A', A* tous deux égaux, 
au supplément de A si cet angle est obtus, à A lui-même vS*il est 
aigu, et le pied I de la perpendiculaire abaissée de A sur BC, est 
le milieu de son côté A'A^ (234). On a ainsi A' A'' = 2 TA'. 

Si, de B, on abaisse maintenant la perpendiculaire BJ sur la 
droite AC, Tangle JAB'est toujours égal à lA'A ; car, si A est 
obtus, JAB est son supplément (224, II), comme lA'A ; s*il est 
aigu, ces angles lui sont tous deux égaux. Les triangles AÏA', BJA 
ayafht encore, en I, J, des angles égaux comme droits, sont donc 
équiangles, donnant ainsi (226) 

A'I__IA , ,, ,. IA'_IA 
AJ-JB' cest-â-dire — -jb' 

Les triangles CIA, CJB sont équiangles aussi, comme ayant 
leurs angles en C identiques, ou opposés au sommet, ceux en I, J 
égaux comme droits, et Ton en conclut 

lA___AC__b 
JB~BC~â* 
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On a donc 

t ~ o* 

c'est-à-dire a.W = b^; d'où, a.A'A"=:a.2IA' =2^^, substitution 
changeant les deux premières relations (1) en celles du 
groupe (6). 

233. Un angle A d'un triangle, est obtus, aigu, ou droit, selon 
qu'entre ses côtés a, 5, c, on a 

(7) a^>y<, ou=:b^+c^; 

et réciproquement. Car, dans le groupe (1), ou (6) tout aussi 
bien, chacune des trois relations exclut les deux autres, et 
entraîne celle de même rang dans les alternatives (7). 



Triangles rectangles. 

239. Un triangle ABC (fig. 68) est rectangle en A, quand son 
angle en ce sommet est droit. 





4» >i* 




Fig. 68. 



Fiff. 69. 



La somme B + C des deux autres, est alors un angle droit aussi, 
comme supplément de l'angle droit A (222); en d'autres termes, 
ils sont complémentaires (202), et chacun d* eux ai nsi^ est forcément 
aigu. 

Le côté BC opposé à l'angle droit est V hypoténuse du triangle ; 
les deux autres AB, AC, sont les côtés de Vangle droit, 

240. Dans un triangle rectangle, le carré de F hypoténuse a est 
égal à la somme des carrés des côtés b, c de Vangle droit ; et réci- 
proquement. 

Si l'angle A est droit, c'est la troisième des relations (1) (236), 
ou (6) (237), qui a lieu, savoir : 

(1) a« = ^«-fc^ 
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La réciproque n'est que la troisième partie de Tobservation du 
no238. 

241. On en conclut immédiatement a^^b^, a^>c^, d'où 

(2) a>b, a>c. 

Ainsi, rhgpoténiise (Vnn triangle rectangle surpasse, en longueur, 
chaque côté de V angle droit, 

242. Deux triangles rectangles sont équiangles, quand ils ont : 
I, soit égaux, un angle aigu de l'un à un de Vautre ; II, soit pro- 
portionnels, deux côtés de Uun à deux placés, dans Vautre, de la 
même manière par rapport à Vangle droit, 

I. Les théorèmes des no* 225, 226 sont applicables, puisque 
les triangles ont en outre leurs angles droits égaux. 

IL lo S'il s'agit des côtés des angles droits, le théorème du 
n'> 227, est applicable, puisque ces angles sont égaux. 

2° Sinon, et en représentant par a, b, c dans un triangle, par 
a\ b', c' dans l'autre, l'hypoténuse et les côtés de l'angle droit, 
une proportion du genre en question, 

a _b^ 
donnera immédiatement 

d'où, 

et l'on est ramené au cas précédent (lo). 

243. Deux triangles rectangles sont égaux, lorsqu'ils ont égaux 
et placés semblablement, soit un côté et un angle aigu, soit deux 
côtés. 

Ils sont équianglcs dans le premier cas (242, I), et dans le 
.second, parce que deux grandeurs respectivement égales à deux 
autres leur sont forcément proportionnelles (Ib. II). Ils sont 
donc égaux, comme équianglcs, avec égalité de deux côtés 
homologues (228). 

244. Problème. Construire un triangle rectangle connaissant : 
I, soit un côté et un angle aigu; II, soit les côtés de Vangle droit; 
III, soit V hypoténuse et un côté de Vangle droit. 

I. lo Si Von donne un côté BA de Vangle droit (fig, 68) et un 
angle aigu adjacent B, on retombe sur la question résolue au 
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ABC, IBA dans les trianj^les de mêmes notations, le seront égale- 
ment. Si en outre l'égalité (3) a lieu, on peut l'écrire 

BA_BC 
Bl "■ BA' 

moyennant quoi, les triangles précités sont équiangles, comme 
ayant en B un angle commun compris entre des côtés propor- 
tionnels (227). En particulier, l'angle BAC du premier est égal 
à BIA dans le second, droit par suite comme ce dernier. 



246. Quand un triangle ABC (fig, 68) est rectangle (en A), la 



longueur de la perpendiculaire AI abaissée du sommet de l'angle 
droit sur Vhypoténuse, est moyenne proportionnelle (245, I) entre 
les segments IB, IC que son pied g découpe. Et réciproquement, si 
toutefois ce pied I est intérieur au segment BC. 

Le point I étant intérieur à l'hypoténuse, parce que les angles 
B, C sont tous deux aigus (239). (224, II), les demi-droites BC, 
BI se confondent, ainsi que les angles ABC, IBA dans les triangles 
rectangles de mêmes notations. Ces triangles sont donc équi- 
angles, comme ayant encore égaux leurs angles droits BAC, BIA 
(225); et on prouvera par des moyens analogues, que ABC est 
encore équiangle i\ lAC. Les triangles IBA, lAC le sont donc l'un 
à l'autre, donnant la proportion 

IC lA ^^ ^' 

c'est-à-dire 

ÎP = IB.IC. 

Le lecteur établira la réciproque, par une imitation facile du 
raisonnement ci-dessus (245, II). 



Triangles à côtés proportionnels. 

247. Deux triangles ABC, A'B'C (fig. 69), sont équiangles, 
quand les côtés a = BC, h =: CA, c =i AB de Cun, sont proportion- 
nels aux côtés a'.y b\ c' de l'autre. 

Si r désigne la valeur commune des trois rapports a' : a, 
b' : b, c' : c, égaux entre eux par hypothèse, on aura d'abord 

(1) a' = ra, b' = rb, c' = rc. 

En nommant ensuite y, Y ^^^ projections AJ, A'J' des côtés AB, 
A'B' des triangles, sur les droites de leurs côtés AC, A'C, on 
aura les relations 

(2) a2 = [;2 _!. c? ± 2Z7Y, a'^ = b'^ -\- c'^^ ±2b'Y (237), 
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*S Rapports triyonométriques dan angle aigu 

(ou droit). 

250. Dans un premier triangle rectangle, soient B', p\ q' un 
angle aigu et .deux côtés quelconques, puis, dans un second, È" un 
angle aigu et p'^, q^ les deux côtés placés, par rapport à B" et à 
H angle droit, de la même manière que p\ q' le sont dans le pre- 
mier, relativement à B' et à r angle droit, I. Si l'on a B' = B^ on 
aura aussi 

(1) • <=^I. 

II. Et réciproquement. 

I. Les triangles sont équiangles (242, I), et la proportion 

(2) ^ = ^ (226). 

entre leurs côtés homologues, donne la précédente par permu- 
tation des moyens. 

II. La proportion (1) maintenant supposée, donne (2) par per- 
mutation des moyens ; d'où l'équiangularité des triangles 
(242, II), comprenant B'=B''. 

251. I. Il suit de là, que dans un triangle rectangle quelconque 
construit sur un angle aigu donné B, et, en nommant a, b, c son 
hypoténuse, son côté opposé à B, son autre côté de l'angle droit, 
chacun des six rapports a: b, a: c, b: a, ... a une valeur déter- 
minée, qui, inversement, détermine l'angle B. Car cette valeur 
étant une fois connue, on trouvera Tangle correspondant, dans 
un triangle rectangle construit sur deux côtés pris arbitraire- 
ment avec un tel rapport (244, II, III), (254, 480, inf.). 

On a donc affecté des dénominations spéciales à ces six nom- 
bres, ou rapports trigonométriques, se rattachant si étroitement 
à la valeur de Tangle aigu B. Mais on a surtout à considérer les 
quatre rapports b : a, c : a, b : c, c : b ; on les nomme respecti- 
vement sinus, cosinus, tangente, cotangente de l'angle B, et, dans 
récriture, on les désigne par les notations résultant des égalités 
de définition, 

b c b c 

(3) sin B=-, cosB = -, tangB=:-, cotB = -r. 
^ ^ a a ^ c b 

IL Quel que soit l'angle aigu B, on a les relations 

(4) sin^B + cos^Brrl, 

,-. . T^ sin B ^ ^ cos B 

(5) tang B z=: -, cot B = -r— ^j, 

^ ^ ° cos B sin B 

(6) tangB.cot B=:l. 
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En Jlf.BG', XBC {fig. 70^, juxtaposons intérieurement les deux 
angles, puis soient A,C', C^le pied, les traces, d'une perpendicu- 
laire à leur côté commun B-X, sur leurs côtés libres B9', BG% 
et posons AB=c, BC; =; a\ AC = b\ BG* = 0", AG'' = ^^ 

A cause de (8), on a aussi (151) 

b'<b% d'oùa'<a", 

car a'^=c^ + b'\ a''^=c^+ b"^ (240). On a donc b':c<b': c, et 
c: a'> c: a", c'est-à-dire tang B'< tang B", cos B'> cos B''. 





!>.• 



Fig.*?!. 



Comme enfin, l'inégalité inverse OC existe entre les com- 
pléments C\ C*, des angles considérés B', B'', on a, par ce qui 
précède, tang C'> tang C, cosC'<cosC", c'est-à-dire (IV) les 
deux inégalités (9), qui nous restaient à établir. 

Les réciproques sont maintenant évidentes. 



252. La connaissance d'un seul côlé,pris an hasard parmi ceux 
a, b, c d*un triangle rectangle, et des quatre rapports trigonomé- 
triqaes d'un seul quelconque B de ses angles aigus, permet de 
calculer immédiatement, non seulement Vautre angle aigu, com- 
plément de Vangle donné, mais encore les deux autres côtés. 

Car (3), si c'est a qui est connu, on aura 



6^=:asinB, c=:acosB. 



Si c'est b, on aura 



a=: 



sin B' 
Si c'est c, on aura 

c 
Cos B' 



C=: 



tang B 



= b cot B. 



a = 



6 = c tang B = 



cotB* 



[Il serait même possible, quoique plus pénible, d'opérer en 
connaissant un seul des quatre rapports trigonométriques de 
l'angle B, puisque, de la valeur de ce rapport, quel qu'il soit, 
celles des trois autres peuvent être déduites (251, III).] 

En conséquence, mais par des procédés dont l'explication 
n'est pas possible ici, on a dressé des Tables des quatre rapports 
trigonométriques. C'est un dictionnaire numérique, où l'on a 
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droite F^m^ parallèle â toutes deux, et, par là, coupant force- 
ment ^ aussi, en quelque point Qq. Pour Mg, il faut prendre alors 
le point qui divise le segment PnQg dans le rapport a : b, inté- 
rieurement ou extérieurement selon la condition topographique 
de l'énoncé (128, III). Sous la première condition, le lieu existe 
toujours ; sous la seconde, il disparaît quand a : /i est ^ 1 . 

II. le (fig. 76). Même constatation préliminaire que tout à 
l'heure (I, lo>. 

2" La droite M^M est rencontrée par chacune des proposées 
X, S, et cela en leur point d'intersection O. Car, ne pouvant 
être parallèle à toutes ^eux à la fois, elle est coupée par l'une en 
quelque point où l'autre passera également, ceci résultant du 
raisonnement de l'alinéa I (2"), recommencé à ce point de vue. 




> Le lieu ne peut donc être que la droite OMo, dont, récipro- 
quement tous les points lui appartiendront. Même raisonnement 
que ci-dessùs (I, 3°), à la substitution prés, aux égalités (3), des 
proportions 

MP__M^ 

0M~ OM,,' OM^ OMo 

i» Le même procédé (I, 4°} fournira un premier point M,, du 
lieu, à joindre à O pour avoir celui-ci ; et on constatera facile- 
ment l'absence, ici, de toute impossibilité. Mais il est plus expc' 
dilifde mener des parallèles à Q,r' par des points quelconques 
P'o. 9'o ^c Jt, !B, de porter sur elles à partir de ces points, dans 
des sens convenables, des segmenls p'^v^, q'n'/^a proportionnels 
à a, b, de prendre enfin pour M,,, l'intersection des parallèles 
menées à A, 93, par ^o, /_(,. 

262. Le cas où la ioîalUé du plan est rendue accessible au 
point M du numéro précédent, comporte des observations 
évidentes. 

Quand les droites X, iB sont parallèles, le lieu se compose de 
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et Ton tire de celle-ci 

(2) 



PfX = 



e + PQ- 

2PQ 



montrant que PfA est, quel que soit M, un segment de longueur 
constante, porté sur la droite PQ, à partir de P, dans la direc- 
tion invariable PQ. 

Le point \t. est donc fixe; et, comme il est ainsi, sur la droite PQ, 
la projection orthogonale unique de tous les points M, ceux-ci 
se trouvent bien sur le plan perpendiculaire (JR/ élevé en ol 
sur PQ. On s'assurera bien facilement, d'ailleurs, que tous les 
points de ce plan appartiennent au lieu. 

Quant © est =: 0, la formule (2) donne 

^""2PQ"" 2 ' 

plaçant ainsi le pied du plan .TîC en O milieu du segment PQ. 
Comme alors, la condition (1) équivaut à MP ^nrMQ, le lien des 
points dont chacun est équidistaiit de deux points fixes donnés, est 
le plan perpendiculaire à leur distance, en son point milieu. [Con- 
fusion pouvant se tirer immédiatement de ce que le triangle 
PMQ est alors isoscèle (234).] 

276. Le lieu de pareils points sur un plan donné 9, est évidem- 
ment (quand il existe), la droite rru, trace du précédent (JR/ sur ce 
plan <S (Cf. 270). 

D'où, en faisant passer ^i? par la droite PQ : Dans un plan, le 
lieu des points M dont les carrés des dislances à deux points fixes 
P, Q, offrent une différence constante, est une droite perpendiculaire 
sur PCJ ; son pied se trouve au milieiï de ce segment, quand on doit 
avoir MP = MQ. 
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Généralités. 

277. D'ici a la fin du numéro suivant (278), nous ne consi- 
dérerons QUE DES FIGURES SITUÉES DANS UN MÊME PLAN DONNÉ. 

I. Dans tout triangle (déchevêtré) ABC (fîg. 80), les trois demi- 
plans BCA, CÂB, ABC, menés des côtés aux sommets opposés, 
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On peut eflTectivement placer deux quelconques de ces trian- 
gles, en des positions HOK, H'O'K' (fig. 90) où les côtés de leurs 
angles en question soient sur deux mêmes droites OHH'; OKK' 
issues d'un sommet commun O. Nommons alors T, Taire d'un 
triangle auxiliaire H'OK ayant pour sommets O, et H', K emprun 
tés aux deux proposés sur Tune et Tautre des droites OHH', 
OKK^ On aura 

HOK T 



OH 



OH 



/ j 



parce que ces deux triangles ont le sommet commun K avec des 
côtés opposés OH, OH' appartenant à une même droite (283), et 



OK 



H'OK' 
OK' 



parce que ceux-ci ont le sommet commun H' avec des côtés 
opposés OK, OK' appartenant encore à une même droite. Or la 
multiplication membre à membre de ces deux égalités, puis la 
suppression du facteur T commun aux deux membres, laissent 
bien 

HOK _ H'OK' 
OH.OK""OH'.OK'' 



285. Dans un triangle quelconque ABC (/Zgf. 91), on nomme 
base, un de ses côtés BC arbitrairement choisi, et hauteur corres- 





Fig. 1)0. 



Fijj 91. 



C 



pondante, la distance (orthogonale) AH de la droite de ce côté 
au sommet opposé A (263), celle tout aussi bien de la même 
droite à sa parallèle issue de A (271). Cela posé : 

Les aires des triangles sont proportionnelles aux produits, pour 
chacun, de sa base par sa hauteur. 

Plaçons deux triangles quelconques en ABC, A'B'C (fîg. 91), 
positions situées dans un même plan, les bases BC, B'C sur une 
même droite, et menons les hauteurs AH, A'H'. Par une 
parallèle à la droite BCB'C, issue de A, coupons en A, Tun des 
côtés issu de A' dans l'autre triangle (ou l'un de ses prolonge- 
ments), et soient T Taire du triangle auxiliaire A^B'C, puis A,H, 
sa hauteur. 
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La comparaison de Taire de ce triangle, avec celle d'un trian- 
gle PQR (fig. 97) découpé par une diagonale dans le carré de 
côté 1, donne 

ABC _ PQR ,235. 

BC.AH""QR.PQ K^^)y 

car, si Ton prend QR pour base du triangle PQR, la hauteur 
correspondante est PQ à cause de la perpendicularité de ces 
deux côtés. 

Or PQR a pour mesure 1 : 2, comme moitié (286, III) du carré 
PQRSP adopté pour unité d'aire (287), et Ton a par construc- 
tion PQq=:QR = l. La proportion qui précède donne donc 
ABC : (BC . AH) = (1 : 2), c'est-à-dire 

ABC = 5^lAH^ 



289. I. Uaire d'un trapèze AjA^B^Bj (fig, 98), a pour mesure la 
moitié du produit de sa hauteur A'B', par la somme de ses bases 
A,A.2, BjBj, ou bien encore, de celui de l'un A^B, de ses côtés non 
parallèles, par la somme des distances a^, pg de sa droite aux 
extrémités A^Bg du côté opposé. 




K\ 



W 




Fig. 98. 



Fig. 99. 



If Cette aire S étant la somme de celles des triangles AiBiBg, 
EjA^Ag provenant de sa décomposition par la diagonale AiBj, et 
ces triangles ayant A'B' pour hauteur commune, avec BiBj, A^A^ 
respectivement pour bases, on a bien 

^'_ B,Ba.A-B- , A,A,.A-B- _ A-B-(A,A, + B,B.,) 

S- 2 "f 2 '- 2 ^^^^' 

2« Le second de ces triangles, B^AïAj, étant équivalent à BjAiA.^ 
comme ayant même base A^Ag, avec des hauteurs toutes deux 
égales à celle du trapèze (285), on a encore 
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On a r=l, pour une aire située dans un plan parallèle à celui 
de projeclion, puisque cette aire et sa projection sont les sections 
d'une même moulure par des plans parallèles (114, V). 

On aurait r = 0, si son plan était parallèle aux projetantes, 
puisque la projection de son contour, dégénérerait alors en de 
simples segments mutuellement appliqués sur la trace du plan 
de Taire sur celui de projection (I). 

299. Les projections orthogonales sont celles dont les proje- 
tantes sont perpendiculaires au plan de projection (Cf, 173). 

s^H I. Pour la longueur A'B' de la projection d'un segment 
rectiligne AB, on a la formule 

(3) A'B' = AB.cos V, 

où V est r angle de la droite AB avec le plan de projection (206). 
Car A'B' est aussi bien la projection orthogonale de AB sur la 
droite À'B' (298, 1), et V se confond visiblement avec l'angle 
des droites AB, A'B' (255). 

s);C' II- Pour la mesure P' de la projection orthogonale d'une aire 
polygonale P, on a la formate toute semblable 



(4) 



P'^P.cosV, 



où V est maintenant Vangle du plan de P avec celai de projec- 
tion (20b), (267). 

Comme le rapport P' : P est indépendant de la forme de Taire, 
à projeter (298, IV), nous Tévaluerons en prenant pour P, Taire 
d'un triangle ABC (flg, 101) ayant un côté BG parallèle à la trace XY 
du plan de ce triangle, sur celui de projection. 







/ 
/ 



Flg. iOO. 




V4-''b 



Cette intersection XY étant dans le plan A'B'C perpendicu- 
laire aux projetantes, leur est orthogonale, et, par AA', Tune de 
celles-ci, on peut mener un plan AVA' perpendiculaire à XY 
(175, II), en même temps, par suite, à ses parallèles BC, B'C 
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tantôt jumeaux aussi (7^.), (160), tantôl identiques, ce qui les 
rend soit supplémenlaires, soit égaux. Mais il suffît de noter que, 
pour deux trièdres opposés au sommet, il y a toujours opposition, par 
leur sommet commun, entre les faces, par leurs diverses arêtes, 
entre les angles, égalités respectives, par suite, entre les uns et les 
autres. 



O 306. Entre les angles A, B, C d*un même trièdre OABC 
(fig, 102), et le dièdre neutre ')^, on a les inégalités 

(1) :i dl^ > \ \^ \ C> y^ {Cf. '23!2), 
et trois autres, du type 

(2) A-! K >H : C. 

I. La première inégalité (1) résulte de ce (|uc, le trièdre étant 
convexe, chacun de ses angles est inférieur au dièdre neutre 
(303, I). 

II. En considérant, avec le trièdre proposé, son opjmsé OA,BC 
par la face BOC (305), puis OA,B,('. opposé au i)rérédent par leur 
face commune COA,, puis enfin ()A,B,(3, opposé à ce dernier par 
leur face commune A,()B,, on trouve imniédiatenient, entre leurs 
amplitudes spatiales et celles des dièdres A, B, C du trièdre 
considéré (303, III, IV), les égalités 

OABC i-OAiBC -A, 
.OA.BC -:-()AiB,C = )î — B, 
OA^BiC ; ()A,B,C, — C. 

EHectivenient, Taddition géométrique de deux trièdres opposés 
par une face, donne toujours le dièdre (jui leur est commun, et 
ces dièdres comnuins sont : pour les trièdres de la première 
égalité, le dièdre d'arête AOA, appartenant à tous deux ; pour 
ceux de la deuxième, un dièdre d'arête BOB, évidemment 
supplémentaire à Tangle B du pro|)osé; pour ceux enfin de la 
troisième, un dièdre d'arête (llOCj, opposé par celle-ci, égal par 
suite, à C dans le proposé. 

Or, la somme des i)remiers membres des égalités extrêmes 
surpasse celui de la moyenne, car elle la reproduit avec addition 
de OABC + 0AjB,C,. Il en est donc de même pour les vSeconds 
membres, ce qui donne 

A ! C .. )L - B, 

autre forme seulement de la dernière inégalité (1). 

m. Le trièdre OA,BC o|)posé au proposé pour la face BOC, a 
pour angles A et i)b — B, ')^— (^, suppléments de B,(;!, évidemment. 
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dans un même plan, cas auquel ses faces et arêtes s'y appli- 
quent aussi ; mais nous n'en considérerons aucun affecté de celte 
dégénérescence. 

4 

324. Vintérieur, ou volume, d'un tétraèdre, est la région de 
l'espace, dont chaque point appartient, soit A sa périphérie, soit 
à la fois, aux quatre demi-espaces déterminés par les plans des 
faces et les sommets respectivement opposés. C'est, aussi bien, 
la région commune aux intérieurs, soit des six dièdres, soit des 
quatre angles solides. Le surplus de l'espace, est Vextérieur du 
tétraèdre. 

La contiguïté extérieure, ou intérieure, de deux tétraèdres, se 
défînit exactement comme s'il s'agissait de deux triangles sur 
un même plan (277, II), à cela près, qu'elle s'établit par quelque 
fragment, non plus de droite, mais de plan. 

Cela posé, une extension facile des considérations exposées 
au lieu cité, conduira à la notion de Yintérieur, ou volume, d'un 
polyèdre déchevctré, convexe en particulier, de son extérieur, 
à la définition de ses angles intérieurs, dièdres ou solides, de la 
somme ou différence (géométriques), de tels volumes, du rapport 
de deux d'entre eux, de leur mesure, etc. (Mais les analogues 
des propositions du n^ 281, n'existent pas pour les polyèdres.) 
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325. Tout d'abord, voici deux lenimes dont nous aurons 
besoin. 
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Fig. 109. 



I. Quand une moulure déchevêtrée 011/ (292) et un mur A-'S 
{fig. 109), ne sont pas parallèles (c'est-à-dire quand les arêtes de 
la première ne le sont pas aux faces de l'autre), leurs intérieurs 
ont évidemment en comnum, le volume d'un polyèdre déche- 
vêtré appartenant à l'espèce des prismes (330, II, inf.). Et, pour 
des prismes découpés ainsi dans une même moulure 0110, par des 
murs «JloS, ©(©, ... tous parallèles entre eux mais non à la pre- 
mière, nous donnerons un instant le nom de cotes, aux segments 
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parce que ces deux tétraèdres ont Tarête commune IK, avec ses 
opposées OH, OH' sur une même droite (326), puis 

TU 



OI ~ 01" 

parce que T, U ont Farête commune H'K, avec des opposées 01, 
or sur une même droite, et enfin 

U _ O'H'rK' 
0K~ OK^ ' 

parce que ces tétraèdres ont Tarête commune TH', une même 
droite contenant ses opposées OK, OK'. Or la multiplication 
des trois égalités précédentes, membre à membre, puis la sup- 
pression du facteur commun T.U, laissent bien 

OHIK OHTK' 



OH.OI.OK "OH'.OrOK'* 

328. Quand des tétraèdres ont un même point O pour sommet, 
et teurs faces opposées ??,, ^j, ... toutes situées sur un même plan If, 
leurs votâmes [C^], [63], ... sont proportionnets aux aires de ces 
faces {Cf. 283, 294, 326). Il suffit évidemment de considérer 
deux, seulement, de ces tétraèdres. 

I. Notre proposition a tien pour des tétraèdres du genre précité , 
dont tes faces en question sont des triangles OPQ, ORS (fig. 89), 
ayant un sommet commun O, avec des côtés opposés PQ, RS 
empruntés à une même droite. 

Car ils ont alors 00 pour arête commune, avec PQ, RS pour 
opposées, et, entre leurs volumes [OPQ], [ORSJ, le théorème du 
n° 326 donne la proportion 

(OPQI |()RS| 
PQ ~ RS ' 

qui, divisée membre à membre par 

OPQ _ ORS 

PQ "" RS 
laisse 

[0PQ] _ !0RS1 
OPQ "" ORS * 

II. Elle s*étend au cas où tes Jaces en question sont des triangles 
OHK, OH'K' (fig. 90), ayant en O des angles Jumeaux oii égaux. 

Car la comparaison des deux tétraèdres, à celui de même 
genre, que la face H'OK détermine, conduit à 

[OHK ] _ [OHIÇ) _ [O^^ 
OHK ~ OH'K ~~ OH'K' ^^' 



(283), 
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Les volumes des tétraèdres sont proportionnels aux produits, 
pour chacun, de Paire de sa base par la longueur de sa hauteur 
(Cf. 285). 

Plaçons deux tétraèdres quelconques en AB(Il), A'B'C'D' 
(fig. 116), positions dont les bases BCI), B'C'D' sont sur un 
même plan, et menons les hauteurs AH, A'II'. Par un plan issu 
de A, parallèlement à celui des bases BCD, B'C'D', coupons, 
en A^, l'une des arêtes partant de A' dans Tautre tétraèdre (ou un 
prolongement), et soient T le volume du tétraèdre auxiliaire 
AjB'C'D', puis AjH, sa hauteur. 

On a 

(2) uni\ = ïvTTTTv j (328) ; 



BCI) ""B'C'D" 

car, si Ton imprime au tétraèdre ABCD une translation amenant 
son sommet A en A|, sa base BCD restera sur le plan BCDB'C'D' 
parallèle à cette translation, et, dans sa. nouvelle position 





Kig. \n. 

A,B,,C,D,, ce tétraèdre aura, relativement à A, B'C'D', un som- 
met commun A^, avec des faces opposées sur un même plan. 
On a encore 

n^ ^ _ a2^:ç:d;. 



A,B' 



A'B 



parce que ces deux tétraèdres ont l'arête commune C'D\ avec 
des arêtes opposées A,B', A'B' sur une même droite. On a de 
plus AjB' : A'B' = Afii : A 'H' équivalant à . 

-.. AjB- _ A'B' 

^^^ AH ~ A'H' ' 

à cause du parallélisme des côtés des triangles A,B'H,, A'B'H' 
(169, I), (232), et de A, H, = A'H', comme segments parallèles 
découpés par des plans parallèles (120). 
Or de (3), (4), on tire 

T A'B'C'D' ^^^^ jj,^^ 



AH 



A'H 



/T.I' 



£ - • 



. ■•■...-. v- 1. Îrf-J_« . - 



U. 
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de celle-ci. Or la mesure de SP est 1 par hypothèse ; celle du 
triangle QPR, rectangle en F, est 1 : 2, puisque, pour ses hase 
et hauteur, on peut prendre ses côtés mutuellement perpen- 
diculaires PQ, PR dont les mesures 1, 1 donnent le produit 
1.1 = 1 (288); celle enfin du tétraèdre SQPR est 1 : 6, puisqu'il 
est le sixième du cube adopté pour unité de volume (331, VI), 




Fig. 120. 




Fi}?. \i\. 



(333). Le second membre de Tégalité précédente a donc pour 
valeur [1 : 6] : [(1 : 2).l], Ccst-à-dire 1:3; et cette égalité devient 
ABCD : (BCD.AH)= 1 : 3, c'est-à-dire 



ABCD = 



BCD.AH 
3 



335. Quand un tronc de prisme est triangulaire (330, I), 
comme A^BiCiAjBaCj ifig. 121), son volume a pour mesure le tiers 
du produit de Vaire de sa section droite A'B'G' [c'est celle de sa 
moulure (210)], par la somme de ses arêtes latérales, ou bien 
encore, le tiers du produit de l*une de ses bases, par la somme des 
distances de son plan aux sommets de l'autre base (Cf. 289, 1). 

I. Le volume d'un tétraèdre variable abcd demeure constant : 
lo quand, une de ses arêtes cd restant fixe, on fait glisser son 
opposée ab sur sa propre droite laissée fixe ; 2» quand, une de ses 
faces bcd restant fixe, on déplace le sommet opposé a sur un plan 
fixe, parallèle à celui de cette face, 

1° Si a'b\ aP}^' sont deux positions de l'arête mobile, on a 
a'V = a^b" (== ab), et les tétraèdres correspondants a'b'cd, a^b^cd 
sont équivalents, comme ayant une arête commune cd, avec des 
opposées, a'b\ a"b'\ empruntées à une même droite, et égales en 
longueur (326). 

2« Si a', a" sont deux positions du sommet mobile, la transla- 
tion égale et parallèle à a'a" (123) amène le tétraèdre a'bcd en 

12 
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du tronc A^Aj, BJl^, C,C.2, et, pour hauteur aréolaire commune, 
la section dr-oite A'BT/ du tronc, ceci parce que, dans chacun, 
les deux sommets n'appartenant pas à sa base linéaire sont 
toujours sur les deux autres arêtes de la moulure. On a donc (II) 



A|AjOj(^] — 



3 



b.b,c.a,=^^:m:|». 

A' HT' r r 

^I^i^'i'^i — ô > 

d'où, en ajoutant membre à membre, 
(1) A, BiC, A2B.A = ^'^'^-'^^»^^ + ^^'^-2 + ^-'^-s> . 

IV. Les tétraèdres A^AiBiGpB.^ AiB^Ci, CgAiB^G,, qui ont pour 
base commune la base A,B,C, du tronc et pour sommets oppo- 
sés ceux A.2, Bj, C3, de l'autre base, sont respectivement équiva- 
lents aux précédents (111), parce qu'ils ont mômes bases linéaires 
AjAj, BjBj, CjCj, avec la même hauteur aréolaire A'B'C ; dans 
chacun, en effet, les sommets n'appartenant pas à sa base linéaire, 
sont toujours sur les deux autres arêtes de la moulure. 

Or, relativement à leur base commune AjBiC,, leurs hauteurs 
sont les distances «j, l^g, Y2 du plan de celle-ci aux sommets 
Aj, Bj, Cg de l'autre base ; il vient donc, comme tout à l'heure 
(loc, cit.), 

{2) AjB,CiA.2B,G, ^ 4lMliZ2_hMlïll. 

336. Le volume d*iin prisme quelconque (330, 11) a pour mesure 
le produit de sa section droite par la longueur commune de ses 
arêtes latérales, ou bien encore, celui de Vaire commune de ses 
bases par sa hauteur (Cf. 289, 1). 

I. S'il s'agit d'uQ prisme triangulaire, il suffira de le noter 
comme le tronc considéré ci-dessus (335, 111, IV), et de recom- 
mencer les mêmes raisonnements exactement, pour arriver aux 
mêmes formules (1), (2). Mais ici, on a AiA.2=B,B2=C,G2=:/ lon- 
gueur des arêtes, et (x^:=[i.2="ïft=h hauteur du prisme; on a donc 
A,Aj+B|B5+CiC2=3/ et oi^ + ?i+ti=SIi, ce qui réduit ces 
formules à 

A1B1C1A2B2C2 = A'B'C / = A,BiG,. h, 

conformément à renoncé. 

IL S'il s'agit de tout autre prisme, A^B^ ... E1A2B2 ... E.^ 
(flg. 123), soient S' l'aire de sa section droite A'B' ... E', / la lon- 
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Des trois rapports uniformes que ces comparaisons fournissent y 
te second et le troisième sont le carré et le cube du premier. 

I. Deux segments contigus, mn, mp, et leurs homologues m'/i', 
m^jo' appartiennent à deux triangles mnp, m'n'p' qui sont équian- 
gles (341, II), (232), donnant par suite. 

mn mi) ,«*%«v 

— *- (226). 



771 '/l' 771 7^' 

En comparant donc deux segments quelconques 77771, pq et 
leurs homologues in'71', p'q\ aux segments homologues aussi, 
np, n^p\ qui sont respectivement contigus à chacun des premiers 
et à chacua des derniers, on trouvera immédiatement 

7n7i np pq 

m'n' 7i'/>' p'q' ' 

La valeur commune de tous les rapports de ce genre se nomme 
le rapport de similitude des figures homothétiques F, F'. Il nous 
sera commode de le concevoir sous forme fractionnaire, en le 
représentant par X: X'. 

II. Soient mnpy m'n'p' deux triangles homologues quelcon- 
ques ; leurs angles en 777, 777' étant égaux, chacun à Tautrc (et à 
l'opposé au sommet de celui-ci)(341, IV), leurs aires 77172/), m'n'p\ 
les côtés /2î7i, mp et 7n'77', 771'p' comprenant ces angles, donnent 
lieu (284) aux relations 

mnp __ mn.mp __ mn mp 
m'n'p' ~ m'n' . m'p' ~ m'n' ' m'p' " ^^' ' ^ ^ ^' 

III. Comme, dans deux tétraèdres homologues mnpq, m' n' p' q' , 
les angles trièdres en 777, 777' sont égaux, chacun à Tautre ou t\ 
l'opposé au sommet de celui-ci (341, V), on trouvera pareille- 
ment (327) 

mnpq mn.mp. mq 77771 777p 77ïf/ a-'i'v» 

mnpq m n .m p .m q m n mp m q / v / 

344. Le théorème précédent subsiste de tous points, quandy dans 
son énoncé, on remplace arbitrairement les segments, IriangleSy 
tétraèdres, par des lignes brisées, par des polygones plans, des 
plaques brisées, par des polyèdres, tous homologues encore. 

I. Pour deux lignes brisées homologues, Tnnpgr..., m'n'p'q'r'..., 
les égalités de rapports 

conduisent immédiatement à 

7n7i H- i^P + pq |- qr -|- . ■ • 
/n V + n'p' + p'q' -f- q'r' + . . . 



-=(X:X'), 
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pondantes n\ p\ ... obtenues de cette manière pour m' Ibrme- 
ront la figure cherchée F'. 

D'abord, les vecteurs a'iu\ a'n\ a'p\ ... sont, par construction, 
proprement parallèles à a/?i, an, ap, .... Soient ensuite /», m' et 
72, n' deux paires quelconques de points correspondants, et 
imprimons au triangle nmii, une translation amenant son sommet 
a en a', entraînant les autres m, /i, en /ii,, /li, simultanément. On 
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a ainsi a'm^ = am, o'ni = a/i, avec parallélisme propre des demi- 
droites a'nii, a'n^ à ani, a/i respeclivement, h a'in\ a'ii' par suite. 
Les points /iî„ /i, sont donc sur ces dernières, et, comme on a 
pris a'/n' =(X' : \)Min, a'n' = (X' : X).a/i, on aura la proportion 



a' m' 



d'il' 



(i'm~ a'n,^~ X ^' 

achevant la preuve que les vecteurs m'ii\ m^n^ sont proprement 
parallèles (126, III). L'étant chacun à /7i,/i,, les vecteurs mn, m'a' 
le sont l'un à l'autre. D'où résulte bien l'homothétie de F à F' 
(340), avec .lé rapport de similitude am : a'm' = X : X'. 

Mêmes constructions, si l'homothétie devait être impropre, 
sauf impropreté donnée maintenant au parallélisme des vecteurs 
anij a'm\ 

Constructions toutes semblables, pour passer d'un point indi- 
qué dans F' à son homologue dans F ; il suffit de renverser en 
X' : X, le rapport donné X : X'. 

U. On donne deux paires (distinctes) de points homologues 
(a, a^, {by b'), avec le parallélisme de rigueur entre les droites 
ab, a'y (fig. 131). 

Si m n'est pas sur la droite ab, les droites am, bm sont dis- 
tinctes, et leurs parallèles issues de a', b' ne seront pas en paral- 
lélisme mutuel. Comme elles sont en outre dans le plan parallèle 
à abm, mené par a'b' parallèle à ab, elles se couperont en un 
point déterminé /n^ 
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3<» Si a, a! coïncidaient dans le cas (II), on retomberait sur les 
particularités ci-dessus (2"). Car leur confusion serait encore le 
centre d'homothétie w, la nature et le rapport de l'homothétie 
étant donnés implicitement, par celle du parallélisme des vecteurs 
wZ>i 0)5' et par le rapport ojft : wb' de leurs longueurs. 

4o On notera que les solutions 1«, 2o ci-dessiis, assurent l'exac- 
titude des réciproques des théorèmes V, VI du n" 346. 

348. Des considérations précédentes, dérive très facilement la 
mesure du volume d*un tronc de pyramide quelconque, à bases 
parallèles (332, 1). 

Si O (fig. 132), sommet de Tangle s olide générateu r, est situé 
dans le prolongement du mur sécant PQRS P'Q'R'S' au delà de 
sa seconde face, les pyramides OP'Q'R'S', OPQRS sont propre- 
ment homothétiques, avec O pour centre, et dans un rapport 
p = OH': 0H<1. Car les constructions ci-dessus (347, IV, 3'») 
feront évidemment retrouver tous les sommets de Tune par ceux 
de Tautre, en prenant oj en O, et h, h' en P, P' ; et les hauteurs des 
deux pyramides, D' — OH', Dr= OH, seront des segments homo- 
logues (341, VH . 
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Fig. 133. 



En appelant maintenant B', B leurs bases, <ï>', <ï» leurs volumes, 
V celui du tronc, on aura V = <ï> — $' évidemment, puis <>' =: p'^ <ï» 
(344) ; d'où, 

Comme on a en outre <ï» — BD : 3 (338), cette égalité devient 

V = iBD (1+ p-l- p^) (1-p) =zi(B +pB + p3B) (D - pD). 

Or, on a encore pD = D', p-B = B' (344) ; on en conclut 
D — pD = D — D'= A, hauteur du tronc, puis (pB)^ =: B.p^B = BB', 
c'est-à-dire 

pB = ï/BF'; 
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extrémités d'un tel arc (AB) décomposable en arcs réduits 
(Cf. 277, III, IV). 

La corde tVun arc (AB) est le segment rectiligne AB. 

II. Une ligne biisée est inscrite dans un arc de ligne coarbe, 
qui lui est alors circonscrit, quand, ayant mêmes extrémités, tous 
ses autres sommets sont aussi sur cet arc; et cet arc est circons- 
crit à la ligne brisée. 

On inscrit proprement une ligne brisée : 

lo Dans un arc réduit (ab) (fîg. 136), en lui donnant pour côtés, 
les cordes, an, «y,..., zb, des arcs partiels (an), (uv)...,(zb) décou- 
pés sur lui par des murs, ^\oV, l!)\*>,.,., 5B, dont la somme géo- 
métrique reproduit le mur al)fJ3 (121) ; 





Fig. 136. 



Fig. 137. 



2'' Dans un arc quelconque (AB), en réunissant en une seule 
ligne brisée, d'autres inscrites proprement dans les arcs réduits 
qui le composent (I), (1°). 

III. Si une ligne brisée AUV... ZB inscrite proprement dans un 
. arc donné (AB), (II 2^), varie de manière que tous ses côtés 
demeurent inférieurs à une même quantité infiniment petite 
(378), elle a cet arc pour position-limite, et sa longueur tend 
vers un nombre absolument indépendant de ce qu'il reste 
d'arbitraire dans cette opération. (379). 

Par définition, ce nombre est la longnenr de Tare (AB). 

388. La définition d'une ligne brisée et ses compléments 
(217 et suiv.) s'appliquent à un chemin cnruiligne, à cela près 
que, maintenant, les côtés ne sont plus des segments rectilignes 
exclusivement, mais des arcs de lignes courbes (ou droites). 

Pour qu'un tel chemin soit déchevèlré, il faut, non seulement 
qu'il remplisse des conditions analogues à celles du no 218, 
mais encore qu'aucun de ses côtés ne présente un nœnd, en se 
coupant lui-même. 



389. De Ions les chemins qni ont pour extrémités* deux mêmes 
points A,B, le segment rectiligne AB est celui de moindre longueur. 
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405. En des points homologues M, M', les tangentes t, t' à deux 
lignes homologues L, 'Z\ les plans tangents S, S' à deux surfaces 
homologues ^, ^J\ sont homologues aussi. 

I. Si myym.2 sont, sur ,£, deux points infiniment voisins de M, 
leurs homologues /n',, m\ sont, sur L\ infiniment voisins de M' 
(404, II), et les droites m^m.^, m\m\ ont ainsi t, t' pour posi- 
tions-limites (382). Ces tangentes sont donc homologues. 

II. Les lignes menées par M sur la surface ^, ayant pour 
homologues des lignes menées par M' sur ^', les tangentes aux 
premières ont aussi pour homologues les tangentes aux 
secondes (I); et le lieu des unes est homologue à celui des autres. 
Or, ces deux lieux sont précisément les plans tangents aux 
surfaces, en M, M' (393). 

406. Quand deux lignes £,, £o, dans ^, se rencontrant en M, 
y ont un contact, ou une intersection, leurs homologues Z\, Z\^ 
ont, en M' homologue de M, un contact aussi, ou une intersection 
sous un angle égal. El de même, pour deux surfaces, ou une 
ligne et une surface, dans ^T, avec leurs liomologues dans rl^ (385), 
(396). 

Car les tangentes à Jd,, £2 en M, étant homologues aux tangentes 
à £'i, £'2 en M' (405, I), Tanglc des premières, nul ou non, est 
égal à celui des dernières (350). 

Et scmblablement pour le surplus (405, II). 

407. La dernière partie du Uièorème du n'> 350 a lieu textuel- 
lement pour des longueurs, aires, volumes, définis par des lignes 
ou surfaces courbes. 

' Soient, par exemple, 'x\J, |A'- deux aires planes homologues 
limitées par des contours curvilignes A, A', puis a le i)olygone 
variable dont l'aire \a\ tend vers 'AJ (390), et a' le polygone 
homologue de a. Comme a dans A, le polygone a' est inscrit 
proprement dans A' (387, II), avec des côtés infiniment petits ; 
son aire [a'J tend donc vers A'. Mais, si X : X' est le rapport de 
similitude, on a sans cesse [a] = (k: X')2.[«'J î il vient donc aussi 
1A1=:(X:XV.[À'](375). 
Même raisonnement j^our le reste du théorème. 

408. Tous les théorèmes précédents (403 à 407) s'appliquent 
aux figures, soit homothéticfues, soit mutuellement symétriques 
d'une manière quelconque. Car elles sont semblables dans tous 
ces cas (349), (Chap. XIV, passim,). 

Pour deux figures symétriques, il y a cette particularité, que 
leur rapport de similitude étant toujours le nombre 1 (Ib.), dont 
le carré et le cube sont z= 1 aussi, les longueurs, aires et volumes 
de Vune, sont équivalents à leurs homologues dans Vautre, 
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de cette génératrice, les plans tangents sont deux mêmes plans 
(413), formant ainsi un même dièdre, ou bien se confondant. 

C- 417. On notera que la projection <£' d'une ligne X sur un 
plan 9 (297), n'est pas autre chose que la trace, sur le plan de pro- 
jection, du cylindre ayant, pour directrice (411, II), la ligne ii à 
•projeter, et, pour orientation, celle des droites projetantes. Ce 
cylindre est dit projetant pour la ligne considérée. (Même obser- 
vation, pour le cas où le plan serait remplacé par toute autre 
surface de projection.) 

'M 





Fiff. 138. 



Fig. 139. 



La tangente T' (fig. 139), en M', à la projection X', est la projec- 
tion de la tangente T menée à £, en son point M qui se projette 
en M'. Car, £' étant la trace, sur le plan de projection, du cylindre 
projetant de £, sa tangente T' en M' est celle, sur le même plan, 
du plan tangent au cylindre en M' (414). Or, ce plan tangent, 
l'étant aussi en M, point qui appartient à la génératrice qui passe 
par M' (413), il contient la tangente T à £ en M (393); et il est 
le plan projetant de T, parce qu'il contient la droite proje- 
tante MM'. 

418. Quand, parallèlement à une même droite cO, on peut 
mener, à une surface donnée ^, des droites tangentes en tous les 
points d'une ligne £ de cette surface (394), le cylindre, lieu de 
ces tangentes, est circonscrit à la surface suivant cette ligne (397). 
Car si, en un point m de £, sa tangente t et la génératrice ^ du 
cylindre sont distinctes, le plan t^ qu'elles déterminent est tan- 
gent en m, tant à la surface qu'au cylindre (393), (414). 

Si la droite CD marquait l'orientation d'un faisceau de rayons 
lumineux parallèles, la ligne £ serait, sur un corps opaque 
limité par la surface ^, la ligne d'ombre propre, limite commune 
de la région éclairée et de celle qu'aucun rayon n'atteint. 

Cônes. 



419. 1. Par la simple substitution de droites issues d'un même 
point S, à. des droites d'une même orientation donnée, la défini- 
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m 

PRINGIPKS DE LA THÉORIE DU CERCLE 



Sécantes rcclilignes t^t diamètres. — Tangente, — 

Normale (principale). 

427. Un cercle, quelquelbis une circonférence (de cercle) pour 
un peu plus de précision, est le. lieu des points d*un plan donné, 
M, M', M^ ... (fuj, 140), dont les distances OM, OM', ()\r, ... à un 
même point fixe O, donné dans ce plan et dit le centre du 
cercle, sont toutes égales à une même longueur donnée, (jui est 
le rayon du cercle (Cf. 496, inf.). 

Pour le construire par pointSy c'est-à-dire en marquer autant 
de points qu'on le veut, il suflit ainsi, de prendre les extrémités 
M, M', M*, ... de segments tous égaux au rayon, portés à partir 
du centre O, sur des demi-droites O/-, Oy, Oy.", ... issues à 
volonté de ce point dans le plan donné (101). On en conclut 
facilement, que dans tout cercle ^ les points intérieurs à un angle 
ayant le centre pour sommet, forment une figure continue 
(109, II). 

Quand la longueur donnée pour rayon est nulle, le lieu n'a 
pas d'autre point que le centre O, et n'est plus dans un plan 
déterminé. Dans ce cas, que nous exceplerons toujours implicite- 
ment, il est parfois commode de considérer ce point unique 
comme un cercle nul (ou infiniment petit, moins proprement). 

Deux cercles de rayons égaux sont des figures égales aussi, car 
ils se superposent évidemment par l'application du plan et du 
centre de l'un, sur ceux de l'autre. 

Pendant un temps, nous n'étudierons que les propriétés du 
cercle, associé à des objets situés dans son plan. Jusqu'au cha- 
pitre XIX inclusivement [sauf, toutefois, au n'* 463 (inf.)], nous 
supposerons donc, sans le rappeler à chaque instant, que toutes 

NOS FIGURES, POINTS, DROITES, CERCLES, ... SONT TRACÉES DANS 
UN MÊME PLAN. 

428. Un cercle est symétrique par rapport à son centre O, 
et encore par rapport à toute droite CD menée par son centre (dans 
son plan) (370), (Cf, 431, IV, inf.). 

Soient M, un point quelconque du cercle, et M', son symé- 
trique par rapport au point O. Le plan du cercle étant double 
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A un compas ayant une pointe sèche et une pointe traçante 
(101), on donne une ouverture égale à /• ; par une légère piqûre 
sur le papier, on iixe la pointe sèche en O; on maintient la 
pointe traçante en contact avec répiire, puis on fait pivoter d'un 
angle replet sur elle, l'ouverture du compas (431, II). 

Les propriétés cinématiques du cercle, la facilité et la préci- 
sion d'un tel tracé, confèrent au compas, dans la construction 
des épures, un rôle presque aussi important que celui de la 
règle et de Téquerre. 

438. Problème. Conslriiire un cercle ayant pour centre un 
point donné O (fîg. 147) et : I, ou passant par un point donné A ; 
II, ou ayant pour tangente une droite donnée ?5. 

I. On procède comme ci-dessus (437), en donnant au compas 
une ouverture égale au segment OA. 

il. On a le point de contact de la tangente, en prenant le pied 
M de la perpendiculaire abaissée du centre O sur elle (190) ; 
puis on trace le cercle ayant O pour centre et passant par M 
(I), (432). 

439. Problème. Construire quelque cercle dont on donne : 
I, soit un point A ; 11, soit deux points (distincts) A, B-; III, soit 
trois points A, B, C. 

I. Toutes les solutions seront évidemment fournies par la 
construction I du n«> 438, si l'on prend, pour le centre 0,tous les 
points du plan de la figure, successivement. Elles sont donc en 
nombre illimité, le lieu de leurs centres s'étendant à la totalité de 
ce plan. Le problème est indéterminé (3). 




!(Aî) 

Fig. U8. 




II. Si O (fig, 148) et r sont le centre et le rayon d*un cercle 
répondant à la question, les égalités OA = r = OB montrent que 
O appartient à la perpendiculaire (AB) élevée sur le segment AB 
en son milieu fx (276), axe de symétrie évident de la paire des 
points A, B. Inversement, tout cercle ayant pour centre un 
point O de cet axe (AB) et passant par un des points donnés. 
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ses tangentes S avec son point de contact t, et, en outre : I, soit un 
autre de ses points, A, non situé sur S ; II, soit une autre de ses 
tangentes, ^, ne passant pas par t. 

La condition commune aux deux questions place visiblement 
le centre O du cercle cherché, sur la perpendiculaire (^t) élevée 
à S en t (432), axe de symétrie de la figure formée par ces deux 
objets. Puis, pour l'obtenir, il faudra évidemment : 

I. Couper ce premier lieu par Taxe (tA) (fig. 154) de la paire 
des points donnés (439, II); d'où une solution unique existant 
toujours. [Indétermination, si A était en t ; impossibilité, s'il 
était autre part sur S (432).] 

IL Couper le même lieu par celui (S^) des points équidis- 
tauts des droites données (440, II). 




^^fCl) 




Fig. 154. 



Fig. 155. 



Si celles-ci se coupent (/ig. 155), (^fB) est formé par les bissec- 
trices de leurs deux paires d'angles opposés au sommet; d'où, 
toujours deux solutions distinctes. 

Si elles sont parallèles, (fî'B) se réduit à la bissectrice unique 
de leyr bande; d*où, une seule solution toujours. 

[Indétermination, si îB se confondait avec ^; impossibilité 
(par un cercle non nul), si elle la rencontrait en t seulement 
(433, II).] 



Puissance dun point par rapport à un cercle. 



442. La puissance d'un point K par rapport à deux autres A, B 
en ligne droite avec lui, est le produit KA. KB, des longueurs des 
segments limités par lui et les deux autres. Elle est = 0,.quand K 
coïncide avec A, ou avec B. 

Si rrt, \k désignent le milieu du segment AB et la moitié de sa 
longueur, on a : !<» quand K est extérieur à ce segment (/?.(/. 156), 
KA — Krrt zb \x^ KB — Knx =p {J^, d'où, dans les deux hypothèses, 
KA.KB = Km?— fi(.2, et nous dirons la puissance positive; 2° quand 
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Ce lieu est effectivement dans le plan homologue de celui du 
cercle considéré; et les distances de ses points à l'homologue du 
centre, sont toutes égales entre elles, comme produits des divers 
rayons de ce cercle, par le rapport de similitude de la seconde 
figure à la première (350), (427). 

449. En appelant P, Q, deux points fixes (distincts), puis 

p ^.q, des coefficients constants quelconques mais inégaux dans le 

cas du signe inférieur ci-après, et 8 quelque troisième constante, 
le lieu des points M, pour lesquels on a Vune ou Vautre des deux 
relations 



(1) 



p.PM'=iz(7.QM' = e, 



est (sauf impossibilité) un cercle ayant pour centre le point O qui 
divise le segment PQ dans le rapport q : p, intérieurement ou 
extérieurement selon qu'il s'agit du signe -\- ou du signe — (128, 
III). (Si Ton avait /; = q dans le second cas, le lieu ne serait évi- 
demment que la droite trouvée au no 276.) 

I. Dails le premier cas {fig, 162), les triangles POM, QOM don- 
nent (237) 

j PM^=zÔM^ + ÔP'=p2.0P.0H, 



(2) 



OH étant la projection de OM sur la droite PQ, et, les signes 
supérieurs devant être pris, ou bien les inférieurs, selon que 
Tangle POM est aigu ou obtus. 





Fig. 162. 



Fig. 103. 



L'addition de ces égalités multipliées par p, ç, puis la combi- 
naison du résultat avec la relation OP : q =z OQ : p, donnant 
p.OP = g. OQ, conduisent à 

(3) pMl' + q.QM^==z(p+q)(m'+p.ÔP^ + q.OQ\ 

Poai- que la condition (1) soit remplie, il faut donc et il suffit 
évidemment, que Ton ait 

(p {-(/) ÔM' -f-p.ÔP' + (/.ÔQ' = e, 
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trique) de plusieurs autres PO/, /Om, mOn, /lOQ, Varc (PQ) inter- 
cepté par lui est la somme aussi, de ceux (PI), (//n), (/n/i), (/iQ), 
qui sont interceptés par ces derniers. 

Car, de même que leurs angles au centre, ces arcs sont deux 
à deux contigus, mutuellement extérieurs (460) ^ et la suppres- 
sion de leurs extrémités communes, /, /n, n ne laisse subsister 
que celles de Tare POQ (387, I). 

IL Deux angles au centre égaux, AOB, A'OB' (fig, 172), inter- 
ceptent des arcs (AB), (A'B') qui sont super posahles, par suite de 
longueurs égales (387, III). Car l'application de AOB, par 
exemple, à A'OB', amène sur l'arc (A'B') tout point M de (AB), 
puisque le vecteur OM se place à l'intérieur de l'angle A'OB', et 
que sa longueur est égale au rayon du cercle (460, I), (427). 

III. La démonstration s'achève par les moyens employés pour 
toutes les propositions analogues (Cf. 119, IV, V; etc.). 





Fiîj. no. 



Fig. ni. 



462. Moyennant les conventions suggérées déjà par la pro- 
portionnalité des dièdres à leurs angles plans (213), le théorème 
précédent autorise ù dire, que les arcs d'un même cercle ont pour 
mesures celles de leurs angles ou centre; d'où les dénominations 
d'arcs de â degrés, de y grades (139), données à ceux qui ont de 
tels angles au centre. 

La longueur de la totalité d'un cercle, sa moitié, son quart, 
sont les arcs interceptés par les angles replet, neutre, droit, et 
se nomment ses circonférence, hémicycle, quadrant. Parfois, nous 
dirons saillants, rentrants, supplémentaires, ... les arcs des angles 
au centre portant ces noms. 



463. En posant 

0) 



Tr = 3,1415926535..., 



nombre uniforme pour tous les cercles, les longueurs C, s, de la 
circonférence de rayon r, de son arc de 5 degrés ou de ^ grades, 
sont fournies par les formules 



(2) 



C = 2nr, 



ç — -Z— 9-/ JL *>rr 
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IV. On a enfin (461), (III), 

s_ C __27rr 
a""360~360' 



2Tzr 
400' 



selon qu'il s'agit de degrés ou de grades, ce qui conduit à la 
dernière des mêmes formules. 

V. Les égalités (3) ont fait donner au nombre tt, le nom de 
rapport de la circonférence au diamètre. Des considérations où 
nous ne pouvons nous engager, montrent qu'il est incommensu- 
rable, et en fournissent très rapi(iement des valeurs aussi 
approchées qu'on le veut. Celle^ci-dessus (1) Test bien au delà 
des besoins des applications. 



0«4 



464. Un angle au centre saillant AOB {flg. 173) et son replé- 
ment rentrant AOB, interceptent sur un cercle, deux arcs (ASB), 
(ARB), de directions opposées comme eux (460, II), le second situé 
dans le demi-plan ABO, le premier dans son opposé. Et, ca étant le 
pied sur la corde AB, de son diamètre conjugué (431, IV), ils sont 
divisés chacun en deux parties égales par les traces R, S sur le 
cercle, de la demi-droite Ocj et de son opposée. 





Fig. \li. 



Puisque une demi-droite allant de O à un point M du premier 
arc, est intérieure à son angle au centre AOB, et que celui-ci est 
saillant, sa trace m sur la droite AB est intérieure aussi au 
segment AB, partant plus rapprochée que A, de gj milieu de 
celui-ci, pied en même temps de la perpendiculaire abaissée de 
O sur lui. Gomme on a pour cette cause, Om < OA (263) et 
<OM(=OA), m est intérieur au segment OM; d'où, la position 
de M dans le demi-plan opposé h ABO. La demi-droite Oa est la 
bissectrice de l'angle AOB dans le triangle isoscèle de même 
notation (234) ; d'où, l'égalité des angles au centre tdOA, cjOB, 
puis celle des arcs SA , SB interceptés par eux. Moyens tout 
semblables pour l'arc (ARB). 



465. Entre deux arcs saillants d'un même cercle, la relation 
de grandeur (égalité ou inégalité) est la même qu'entre leurs 
cordes. 
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lend vers une limile S, et si les quantités en même nombre, 

''l> '^>j» •••» ^ny 

tendent toutes vers une même limite V, en présentant avec elle des 
différences, toutes et toujours, inférieures à une même quantité 
infiniment petite <p, on a 

lim («iz;, + u^v^ + . . . + UnV,^) = SV. 

La somme entre parenthèses peut effectivement s'écrire 

«, IV :- o>, - V) ... i- u^y (v^-v)] 

= sW - M,(P, -V) ; ... .:-iijv^-\)], 

et cette expression tend bien vers SV, parce que sa première 
partie sV a pour limite lim s . V ^ SV (375), et que sa dernière 
partie, inférieure à (Ui -7- ... +"«) f = s'^, est infiniment petite, à 
cause de lim s= S, lim <p = 0, d*où lim 5cp =0 (Ib,). 

IL Dans Tare AB du secteur considéré, inscrivons proprement 
une ligne brisée variable AMNPQB, à côtés u,, «g» •••> "/i ^o^s 
inférieurs à une même quantité infiniment petite e (387, II), 
formant ainsi, avec les rayons Qxes OA, OB, un polygone variable 
dont Taire a pour limite celle du secteur (390); et soient 





A ^ 

FiiT. m. 



Vig. 475. 



y,, i;^, ..., v„ les distances de ces côtés au centre du cercle. Ce 
polygone étant décomposé par les rayons OA, OM, ON, ..., en 
triangles AOM, MON, ... de bases h,, u^, ..., de hauteurs Vi, v.,, ..., 
le double de son aire a pour mesure (288) 



(2; 



z/,r, + Hjf;2 4-...4-u„y„, 



où la somme m, 4-".2 -r-. + "n ^ pour limite la longueur a de 
Tare du secteur (387, III). 

En nommant maintenant, u, v, la longueur MN de Tune quel- 
conque des cordes «j, «,, ... et sa distance Ocj au centre, on a 



M- 



«2 



(;.-«y)(r + i;)=r3_i;^ = _,doùr-P=z^^^.-^ 
i\ cause de H<e, r-|-z;>/' (429). Par suite, les distances u 
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de ses côtés est une demi-tangente Ja issue de J, le second pas- 
sant par un autre point B de ce cercle. 

Lès points du cercle, qui sont intérieurs à un tel angle, compo- 
sent Varc (JBct) qui est situé dans le demi-plan JBa (464), et qui: 
est dit intercepté par lui. Car tout point de cet arc est intérieur à 
Fangle (133, I), comme situé à la fois dans ce demi-plan et dans 
JaB (432); tout point intérieur à Tangle appartient en particu- 
lier au demi-plan JBa. Cela posé ; 

Cet angle oJB a pour mesure la moitié de l'arc (JBa) intercepté 
par lui, ceci voulant dire qu'il est égal à l'angle au centre 
interceptant cette moitié (460, I), (471). 

1® Si Tangle en question est aigu comme sur la figure, la per- 
pendiculaire Oar, abaissée du centre sur la corde JB, coupe la 
demi-droite Ja en quelque point a (224, II), le pied i» de la per- 
pendiculaire au diamètre ()«, menée pur le point de contact J 




ya: 




Kiff. 17t>. 



d'une tangente issue du point a, est intérieur au segment Oa 
(433, I), la demi-droite Oa, identique ainsi à Osr, passe par le 
point milieu a de l'arc (JBa) (464), et l'angle au centre JOa inter- 
cepte l'arc (Ja) moitié de (JBa). Or cet angle au centre et l'angle 
considéré sont bien égaux entre eux, comme homologues dans 
les triangles aJO, avj, rectangles en J,'Z3', et équiangles pour avoir 
l'angle aigu commun JaO. 

2° Un angle du même genre, mais obtus comme a'JB, a pour 
supplément l'angle aigu analogue aJB qui lui est opposé par le 
côté JB ; il a pour valeur )l^ — aJB, et il intercepte l'arc (JBa') 
situé dans le demi-plan JBa', c'est-à-dire G — (JBa), en repré- 
sentant par S la circonférence du cercle de comparaison. Or, 
un angle au centre égal à dZ, — aJB intercepte bien un arc égal à 
e : 2 - (JBa) : 2 (lo), c'est-à-dire à [G — (JBa)] : 2 = (JBa') : 2. 

3» Pour un angle droit de cette sorte, le point en question est 
plus visible. Car, son côté JB passant par le centre du cercle, il 
intercepte un hémicycle G : 2, et s'il était placé au centre, il 
intercepterait un quadrant G : 4, moitié de l'hémicycle. . 
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Comme les points communs (477), les tangentes communes 
sont, dans chaque paire, symétriques par rapport à la droite des 
centres, axe de symétrie absolue pour l'ensemble des deux 
cercles (475). 

Constructions simples comportant le tracé de 

quelque cercle. 

479. Problème. Conslruire un triangle (déchevêtré), dont on 
connaît un angle A (saillant) et deux côtés, l'un adjacent, Vaulre 
opposé à cet angle, b(^0), a (^0), c'est-à-dire dont trois éléments 
ainsi placés aient ces valeurs (Cf. 539, inf.). 

Nous tracerons un angle i^BAS (flg. 184 ou 185) d'amplitude A 
(229), (473), (483, III, inf.), sur le côté AS duquel, et à partir du 
sommet, nous porterons un segment AG de longueur b ; du point C 
comme centre, avec un rayon = a, nous décrirons un cercle 
(437) ; puis, en cas qu'elles existent, nous prendrons ses traces 
B,, B2 sur la droite AS (429), que nous noterons .de manière à 
rendre la direction BjBj identique à celle de la demi-droite AH.^. 

Il est clair qu'on obtiendra les sommets d'un triangle répon- 
dant à la question, et pas autrement, en associant à A, C, chacun 
de ces points B,,B.2, pourvu qu'il soit sur la demi-droite AtB 
elle-même, ailleurs qu'en A. Les cas suivartts peuvent se pré^ 
senter. 





Fig. 484. 



Fig. 485. 



I. La longueur a est < GP, distance de C à la droite A'^5. Les 
traces B^, B2 n'existent pas (429, III), et le problème est impos- 
sible. . ' • 

II. On a a = GP, cas auquel les points B,, Bj se confondent 
avec P (Ib. II). 

1'^ Quand A esl aigu(flg, 181), le point unique B^BaP est sur la 
demi-droite AtB elle-même (224, II), et le triangle APG, rectangle 
en P, est la solution unique du problème. 

2° Quand A est droit, le point BjBjP se confond avec A, et il 
n'y a point de solution, puisque le triangle APG est alors encho 
vêtré. 
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section droite; et la somme variable des aires de tous les 
parallélogrammes de ce genre a pour limite celle de la plaque ; 
[il est visible que ces aires peuvent être décomposées en trian- 
gles infiniment petits, dont Tensemble est inscrit dans la plaque 
conformément aux prescriptions du n» 401, III]. Cette somme 
d'aires, S [l.mii] (289, II), étant égale à /.S[m/i], sa limite est 
bien / . lim S [mn] = îs (375). 

519. Par la substitution d*une nappe de cône (426) à un 
cylindre, la définition d'une gouttière cylindrique (518) devient 
celle d'une gouttière conique et de son bord. Ici, les colliers sont 
tracés sur la gouttière, par les sphères ayant son sommet S pour 
centre commun ; ils coupent encore toutes les génératrices 
orthogonalement (385), parce que ces demi-droites sont nor- 
males aux sphères (509), et que les colliers sont tracés aussi 
sur ces dernières (393) ; mais, au lieu d'être égales, leurs lon- 
gueurs sont proportionnelles aux rayons des sphères corres- 
pondantes, ces arcs n'étant qu'homothétiques par rapport au 
sommet de la gouttière (419, III), (407). 





Fig. i98. 

L'aire d'une plaque \^k,2B^B^X^ (flg. 199), découpée dans une 
gouttière conique par deux de ses colliers, est donnée par la 
formule 



(2) 



A^A^B^BiA, m 



(,S", - j- Nj) 



l = Sol, 



OÙ 5,, «2 représentent les longueurs des colliers, et /, celle uniforme 
des segments AiAg, BiBg, ... interceptés par eux sur les généra- 
trices (longueur dite le côté, apothème, ou profil, de la plaque), 
et Sq, celle du collier moyen, c'est-à-dire passant par les milieux 
Aq, Bq, ... des segments précités (Cf. 289, I). 
I. Quand l'un des colliers extrêmes, A^B^ par exemple, est 
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En se plaçant dans le premier cas et prenant Oa = r, la calotte 
et le secteur deviennent la totalité de la surface de la sphère .(/&.) 
et le volume dont cette surface est la périphérie. Le volume de 
la sphère a donc pour mesure 

g(r-f-^).2^ = -T^^^ 

533. La périphérie d'un segment sphérique est formée d'une 
zone sphérique et des aires des deux parallèles qui composent 
le bord de celle-ci; ces aires sont les bases du secteur, la 
distance de leurs plans est sa hauteur. Quand la zone est une 
calotte, le segment est dit ù une base (Cf. 469 et 470, 3°). 

Le volume d'un segment sphérique a pour mesure le produit de 
la demi-somme de ses bases par sa hauteur, augmenté de la mesure 
du volume d'une sphère ayant celte hauteur pour diamètre. 




-." 




ar ^^ 



Fig. 304. 



Fijf. 205. 



I. Quand le secteur a pour base unique, celle abctn (fig 204) 
d'une calotte abcP, et, suivant que la hauteur commune PrA de 
ces deux figures est supérieure ou inférieure au rayon de la 
sphère, le volume du segment est la somme ou la différence de 
ceux du secteur OabcP, du tronc conique de révolution OabcrA 
dont le cercle abca est la base unique aussi, dont la hauteur 
est OcJ=c/. 

Comme le carré de aa rayon du cercle abca est égal à r^ —Oâ^ 
(508, VI), le volume du tronc conique est mesuré par 



Otd 



et le volume du segment ici considéré, par 



(630), 



(3) 



•TU 



-^ [(r zïi OtA) . 2/-' ± (/•« . Od - Oa)] 



(532). 



II. Dans un segment quelconque, soient maintenant, a'b\ d'b" 
(fig. 205) ses bases la moins et la plus éloignées de l'un, JP, de 
leurs pôles communs, puis rf' = Od', d" =z Oa" les dislances de 
leurs plans au centre de la sphère, dont, pour fixer les idées. 



I- 



. CAS OU DEUX, CÔTÉS ET J.' ANGLE COMPRIS SONT DONNÉS 305 

l'angle opposé (151), et D* est sur son prolongement au delà de 
B, à cause deb>c (456). Les projections ,8', Y sont sur la demi- 
droite AD' et s&n identique AD', parce que celles-ci font des 
angles aigus avec AB, AC ; jî*', y" sont sur AD" et sur son oppo- 
sée, pour une cause semblable (224, II). 

Le triangle ABD" donne D" :i= ABC — BAD" = B — (% - A) : 2 
= B — (B + C) ; 2 := (B — C) : 2 (222), c'est-à-dire 



(2) 



B — C 



= D"; 



et, dans le triangle D'AD", rectangle en A (265), on a 

AD' 



(•^) 



tang D" = 



Air 



(251, I). 



Mais on a, d'autre part, 

AD' D*D' D^A 



rr 



BC 



/f^,rr » 



r,y 



parce que D*D', BG se projettent, en AD', ,3 y' ^^^ ^^ bissectrice 
intérieure, en D"A, yY' sur la bissectrice extérieure (131). Il en 





c \ /!>' B 



>-;• 



W' 



Fijç. 207. 



résulte AD' : AD" = ^'y' : pY, puis (252),- par la considération 
de triangles rectangles évidents. 



, A A 

R_r ft'v' ocos — — ccos-:- 

(4) tang ^^ ^ tang D" =.^,=: 1 A 

' fr sin — + c sin -jr- 



2 



(6-c)cos-^ ^ ^_^ 

,. , , . A^b^c^^^ 2 
(fr + c) sm — 



(2), (3), (251, II), 



ce qui est la formule cherchée. 

III. La valeur A de(B--C):2 ayant été déduite de (4) au 
moyen des Tables, les équations du premier degré 

B + C >3b — A B — C 



2 



2 



= A 



âo 
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sa bissectrice, la hauteur BJ issue de quelque autre sommet, et 
le triangle AJK, rectangle en J, nous donnera 

* A KJ 

(5) t«'»«2=ÂJ- 

L'acuité supposée à l'angle A, rend la deuxième des relations 
(6) du n° 237, applicable sous la forme 

a3 = è« + c2 — 2è.AJ, 
donnant 

(6) A.l = ^-l±g:=^; 

puis la considération du triangle AJB, rectangle en J, conduira à 

f /)«4-c* — a^W ft2 + c2 — a«\ 
= i^ + 2b—)[' 2B )• 

Ensuite, il viendra facilement 

b^ + c2 -^ a^ (b -I- c)2 — a» ça 



(7) c + 

(8) c-^ 



2b 2b ~ 2b ' 

b^ + c^ — a^ _a^ — (b — c)^ __ (iy 



2b ~ 2b 2y 

si, pour simplifier l'écriture, on pose 

(9)a + èH-c = <r, 6 + c — a=a, c + a~6~f3, a + 6 — c = Y, 
cl, de ces diverses relations, on conclut 



(10) BJ = 1^. 

Dans le triangle JAB traversé par la bissectrice AJ, on a, 
d'autre part, 



KJ_KB_ KJ i KB 
AJ ~ AB " AJ + AB 

c'est-à-dire, en particulier (5), 



(456), 



' A __ KJ -I- KB JB 

^^^^2 - AJ + c ^-AJ + c* 

Le numérateur étant fourni par (10), et (6), (7) donnant pour 
le dénominateur, 

AT , , b^ + c^ — a^ aoL 
A3 + c = c + gg = gj, 
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I 

Car on a évidemment (Jig, 208) 

^,_ AC.BJ Zy.c sin A hc sin A 

2 ~ 2 ~" 2 

Il fournit des formules calculables par logarithmes, d'emblée 
dans le deuxième cas (538), presque immédiatement dans le - 
premier (537) et le troisième (530). 

Dans le quatrième (540), il nous sera plus expéditif de pro- 
céder directement, puisque la formule (10) nous a donné la hau- 
teur BJ perpendiculaire au côté AC = &. On trouvera donc 



S = — y~ = — j^==:l/p(p--a)(/?--^)(j»-c) (13). 
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